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Les deux problèmes sont indépendants 

Problème 1 

1. f étant une fonction réelle de la variable réelle, montrer que si 

a l O r S  

lim Ji(rpr existe. 
X'+Q 1 

On pourra, par exemple, utiliser le critère de Cauchy ou majorer 

pour des valeurs convenablement choisies de x et x'. 

2. a étant un réel strictement positif, montrer que 

En uthsant le résultat précéden6 montrer que l'intégrale 

converge quand x tend vers l'infini. 

3. On considère la fonction 
f(*) = ex sin (2) 

On veut savoir si les intégrales 

convergent quand x tend vers p l u  l'infini 

a) Montrer que l'intégrale JOx e-'f(t)df peut s'éaire sous la forme 

A étant une cOnStante et k une fonction bornée ; conclure. 

b) En utilisant une méthode analogue et les résultats précédents, conclure pour la convergence de 
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pour tout E' > O, l/;g(t)e-('-"dt -A4 

4. a) g étant une fonction continue de la variable réelle telle que 

lim g ( x ) = M  
X- 

trouver toutes les solutions de l'équation différentielle 

On pourra exprimer la solution générale sous forme d'intégrale. 
(a Y'+Y = g(x) 

b) Montrer qu'on peut trouver 2 nombres X et x (O < X < x) , tels que pour 

< E' 

En déduire que si y est solution de E , alors 
lim y(.) = M 

.?--*+a0 

b) On suppose que 

a une limite finie L, quand x tend vers + 0 0 .  

Déterminer la fonction g, continve, ayant une h i t e  finie en + 00 , telle que 

[e-'h(r)dr soit solution de E . 
c) Montrer que l'existence de la limite en + 00 de 

entraîne celle de la h i t e  en + 00 de 
[e"h(r)di et de e-"h(x) . 

d) Si [e-'h(t)dr a une limite finie quand x tend vers + 03 en est4 de même pour 

[ e-'h' (t)dt ? 
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Probkme 2 

L'objet du problème est l'étude d'un certain type de suites récurrentes. 
On notera 
termes complexes. 
On désigne, de plus, par Sp l'ensemble des suites a temes complexes U qui satisfont à la relation : 
pourtout n de N ,  

oh p est un entier donné Strictement positif et oh a,, up-, sont p nombres complexes donnés avec 

Un ou U(n) le terne général de la suite U = (Un),,et s l'espace vectoriel des suites à 

u(n  + p )  = a p-l u(n + p - 1) + . . . + a, u (n) 

a, f 0 

Montrer que Sp est un C espace vectoriel et que toute suite U de Sp est parfaitement déterminée par 
la donnée de ses p premiers termes U(0) , U( 1) , ..., V ( p  - 1). 

Pour tout entier j de [ (0;p - II] , on considère les suites e' de Sp définies par 

eJ( i )  = 1 si i = j 
e'(i)=Osii;t j 

pour i ~ [ l o ; p  - 41 

Montrer que B = (e', e ,  ..., eP-') est une base de Sp . 

On considère l'application f de S dans S définie pour toute U par [ f (U)l(n) = U(n + 1) 
a) Montrer que f est un endomorphisme de S et que Sp est stable par f . 
b) En désignant par f' la restriction de f A Sp , donner la matrice M,. de f' dans la base B. 

c) Montrer que M,. est inversible et donner son inverse y!. 

Soit S, l'ensemble des suites à termes complexes vérifiant la relation 
u(n  + 4) = 4U(n + 3) - 3U(n + 2) - 4U(n + 1) + 4U(n) 

a) Donner la matrice de l'endomorphisme f 'dans la base B définie ci-dessus. En déduire les valeurs 
propres de l'endomorphisme f' . 

b) 1. Donner l'expression des suites géornthiques de S, ; on désignera par q1 , q2 , q3 leurs raisons 
par ordre croissant. 

2. Montrer que la suite V définie par V(n) = q: (un + b) est une suite de s, . 

3. Donner alors l'expression des suites de S, . 


