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EXERClCE 1 

E est l’ensemble des polynômes, à coefficients réels, de degré inférieur ou égal à 4 ( que l’on peut 
encore noter S4[X] ) ; on désigne par B la base canonique de E, formée des déments e k  : ainsi e k  (X) = Xk pour 
k = 0 , 1 , 2 , 3 e t 4 .  

On désigne, d’autre part, par 1 l’ensemble des polynômes impairs, et par P l’ensemble des polynômes 
pairs de E. 

a) Montrer que E est somme directe de 1 et de P, c’est à dire que E = 1 @ P. 
b) On considère l’ensemble des polynômes pk définis, pour k = O, 1 ,  . . ., 4, par 

k 

;=O 
pp(X)= Ex’ 
1)  Montrer que les pk constituent une base de E que l’on notera B’ ; 

2) Soit P le polynôme C a k e k  ou les ak sont des réels ; exprimer les composantes de P dans la 

base B’. 

1)  Montrer que f est un endomorphisme de E, laissant stables 1 et P ; 
2) Donner la matrice Mf de f dans la base B ; 
3) Déterminer le noyau de f ; Mf est-elle inversible ? 
4) Déterminer les valeurs propres de f ; 

4 

k =n 

c) On considère l’application f : pt+ f ( p )  définie par f ( p )  (X) = (Xz + 1 )p” ( X )  - Xp’ ( X )  

est-elle diagonalisable ? 

EXERClCE 2 :Un atelier fabrique des pièces selon un processus composé de deux opérations O1 et O2 faites 
successivement : une pièce est d’abord façonnée sur un premier type de machine :c’est l’opération O ,  ; puis 
elle finie sur une second type de machine : c’est I’opkration Oz.  

a)L’opération 0,est effectuée par 3 machines Mi, M2 et M3 : 
M1 façonne 1500 pièces par jour avec une proportion p1 = 0,006 de défectueuses, 
M2 façonne 2 O00 pièces par jour avec une proportion p2 = 0,008 de défectueuses, 
M3 façonne 2500 pièces par jour avec une proportion p3 = 0,004 de défectueuses ; 
De la production journalière, on extrait une pièce au hasard. 

1)  Calculer la probabilité qu’elle soit défectueuse ; 
2) La pièce extraite est défectueuse ;calculer la probabilité, alors, qu’elle ait été façonnée par 

b) Les 6000 pièces produites quotidiennement passent ensuite, par lots de 500, sur une machine unique 
M pour la finition . Il s’avère que chaque pièce a une probabilité égale à 0,015 d’être ratée par M, 
indépendamment du fait qu’elle ait été bien ou mal façonnée. 

1) On prélève 10 pièces dans un lot ayant subi l’opération Oz, et on désigne par X le nombre 
de pièces pour laquelle l’opération Oz a échoué. 
Quelle est la loi suivie par X ?Donner son espérance et sa variance. 
On étudie maintenant tout un lot de 500 pièces, et on désigne par Y le nombre de pièces 
pour laquelle l’opération O2 a échoué . Par quelle loi de probabilité peut-on approcher 
Y ?Donner alors les probabilités des événements suivants : 

Y = 5  ; Y 1 6  ; Y = 3 s a c h a n t Y ~ 6 .  

M1 ?par MI OU M2 ? 

2 )  

c) On tire maintenant une pièce au hasard parmi les 6000 produites quotidiennement, et ayant subi les 2 
opérations. Calculer les probabilités des événements suivants : 

1 )  Les 2 opérations ont été mal faites ; 
2) Une seule opération a été mal faite 
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PROBLEME 

Dans tout le problème, on dit qu'une fonction f définie sur [O ; +Co [et à valeurs dans R v M e  les 
conditions O si : 

f estcontinuesur[O;+Co[ 
0 Il existeun réel A 2 O, un réel a > O, et un entier p deN tels que, pourtout t 2 4 

If (t)l I at P . 

PARTIE 1 : n étant un entier naturel, f est la fonction définie sur [O ; +O0 [ par f(t)=tn . 

1) Montrer que f vérifie les conditions 8. 
2) Soit Q, la fonction définie sur [O ; +O0 [ par q(t) = t"e-xt, x étant un réel strictement 

a) Donner le tableau de variations de Q, . 
b) En déduire qu'il existe un réel t o  tel que pour tout t > to,q(t) < 1. 

c) Montrer que pour tout x >O,  Ip(t)& converge. 

psitx 

+Co 

O 
ua 

3) On appelle K n  l'application de ]O ; +O0 [ dans R par IG (x) = JQ,( t)dt . 
O 

a) Exprimer, pour zt > O, Kn (x) en fonction de Kn - 1 (x) . 
b) Exprimer, pour n> O, (x) en fonction de II et de x . 
c )  On considère la série de terme général Kb (x), x étant un réel strictement 

positif ;pour quelles valeurs de x converge-t-elle ? 

PARTIE II:danscettepartie, festlafonctiondéfiniesur [O;+oo[parf(t)=sint.  
1) Montrer que f vérifie les conditions O .  

2) Montrer que 1 (sint)e-xtdt converge . 

3) On appelle g l'application de 30 ; +Co [ dans R , définie par g ( x )  = J (sint)ePxtdt ; 

a) à l'aide d'une double intégration par parties, déterminer une expression explicite de 
g(x> ; 

b) déterminer une primitive sur 30 ; +a, [de la fonction : t H sint.e-" sous la forme 
e-d (A cos t +,usin t) , (A; p)  E R2 . 
Retrouver l'expression explicite de g(x )  . 

ua 

O 
+oa 

O 

Tournez la page S.V.P. 
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PARTIE III : f est une fonction définie sur [O ; +O0 [et à valeurs dans R vérSant les conditions 8. 
1) Montrer que, pour tout x strictement positif, les intégrales 

+w +al +aD 

J f ( t )e-xtdt ,  J t.f(t).e-*dt, Jt2.f(t).e-xtdt convergent. 
O O O 

+O0 

On appelle g l’application de 30 ; -1-00 [ dans R , définie par g(x)= f(t)e-*dt 
O 

2) Soit uo un réel positif quelconque, montrer que pour tout u I uo , on a 

3 )  Soit xo un réel strictement positif et b tel que lbl I x0/2 ; montrer que, pour tout 

xo 4) En déduire que, pour tout xo , et pourtout h tel que IhIS- 
2 7  

Montrer que g est dérivable sur ]O ; +O0 [, et que, pour xo >O, 
+w 

g7(x0)=- J t.f(t).e-xotdt. 
O 

sin t 
t 5) Soit f :‘t H - ;donner l’expression de g’(x) pour tout x > O  ,puis en déduire celle de 

g(x>. 
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FONCTION DE REPAR"I0N DE LA LOI NORMALE REDUITE 

- 
O, 03 

3,5120 
,5517 
,5910 
,6293 
,6664 
,7019 
,7357 
,7673 
,796; 

1, 8238 

1. 8482 
1, 8701 
1,890' 
1, 908: 
1, 923 
1, 937( 
1, 9484 
3, 958: 
1,966 
1,973 

3,978 
3.983 
3,987 
3.990 
O, 992 
O, 994 
O, 995 
O, 99f 
O, 99i 
O, 99E 

- 

- 

0,oo 1 0,Ol 1, 06 

,5239 
5636 

,6026 
,6406 
,6772 
,7123 
,7454 
,7764 
, 8051 

O, O5 

O, 5279 
O, 5675 
O, 6064 
O, W 3  
O, 6808 
0,7157 
O, 7486 
0,7794 
O, 8078 

1, 8413 
1,8643 
1, 8849 
1,9032 

O, 5319 O, 5359 
O, 5714 O, 5753 
O, 6103 O, 6141 
O, 6480 O, 6517 

,6844 O, 6879 
7190 O, 7224 

,7517 O, 7549 
,7823 O, 7852 
,8106 O, 8133 

O, 8438 
O, 8662 
O, 8865 
O, 9045 

,5160 
,5557 1 ,5948 ,6331 

, 6700 
,7054 
,7389 
,7704 
1,7995 
1,8264 

1,8508 
1, 8729 
1,8925 
1,9099 
1, 9251 
1,9382 
1,9495 
1,9591 
1,9671 
1, 9738 

3, 979: 
3, 983t 
D, 987: 
O, 990' 
O, 992: 
O, 994: 
O, 995! 
O, 996! 
O, 997' 
O, 998< - 

- 
1,5199 
1,5596 
1,5987 
1, ,6368 
1,6736 
1,7088 
,7422 
1,7734 
1, 8023 
1,8289 

1, 8531 
1, 874s 
1, 8944 
), 911: 
1,9265 
1, 9394 
1, 950: 
3, 959: 
3, 9671 
3,974 

3, 979; 
O, 984: 
O, 987: 
O, 990 
O, 992 
O, 9946 
O, 996( 
O, 997( 
O, 9971 
O, 998~ - 

), 920: 
1, 934: 
1, 946: 
1,956 
1$964' 
3, 971' 

3, 977' 
3,982 
O, 986 
O, 989 
O, 992 
O, 994 
O, 995 
O, 996 
O, 997 
O, 998 

1,5000 0,5040 
1,5398 O, 5438 
1,5793 O, 5832 
1,6179 O, 6217 
1,6554 O, 6591 
1, 6915 O, 6950 
3,7257 O, 7290 
3,7580 O, 761 1 
1,7881 O, 791C 
1, 8159 0: 8186 

O, 02 

1, 83891 

1, 8621 
1, 8830 
1, 9015 
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3,9817 
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. 6985 
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1.9474 
1,9573 
1, 9656 
1, 9726 
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O, 992: 
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O, 996 
O, 9971 
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, 8315 
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1, 8770 
1, 8962 
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), 9279 
), 9406 
1,9515 
1,9608 
1,9686 
1,9750 

1, 9803 
3,9846 
3,9881 
O, 9909 
O, 9931 

O, 9961 
O, 9971 
O, 9975 
O, 998: 

O, 9948 

. 8365 

, 8599' 
8 ,  8810 

1, 9162 
1, 9306 
1.9429 
1,9535 
1,9625 
1,9699 
1, 9761 

3,9812 
1, 9854 
3, 9887 
3,9913 
3,9934 
O, 9951 
O, 9962 
O, 997: 
O, 998C 
O, 998t 

1, 8997 

- 

O, O4 1 O, 05 

**, I 

1,9452 I 
1,9554 
1,9641 
1,9713 

3 , 9 7 2  
3.9821 
O, 9861 
O, 9893 
O, 9918 
O, 9938 
O, 9953 
O, 9965 
O, 9974 
O, 9981 

1,932- 1 

U 3.0 I 3 . 1  3 , 2  3.3 
l 

1, 8340 

1,8577 
1, 879C 
1, 898C 
1, 9147 

3, 9418 
O, 952: 
O, 961f 
O, 969: 
O, 973 

O, 9801 
O, 983 
O, 988~ 
O, 991 
O, 993' 
O, 994 
O, 996 
O, 997 
O, 997 
O, 998 

3,929i 

Table pour les grandes valeurs de u : 

1 F (u) 1 O, 09865 1 O, 99904 1 O, 99931 1 O, 99952 O, 99966 1 O, 99976 1 O, 999841 

O, 08 1 O, O9 1 

TT3 O, 999928 O, 999968 O. 999997 
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1,0005 

1,0023 

1,0076 

),O1 89 

1,0378 

1,0631 

1,0901 

1,1126 

1,1251 

1,1251 

1,1137 

1,0948 

1,0729 

1,0521 

1,0347 

1,021 7 

1,0128 

1,0071 

1,0037 

1,0019 

),o009 

),O004 

1,0002 

),O001 

STATISTIQUE DESCRIPTIVE 

10 

F(x+O 

0 

& 

0,0005 

0,0028 

0,0104 

0,0293 

0,0671 

0,1302 

0,2203 

0,3329 

0,4580 

0,5831 

0,6968 

0,7916 . 

0,8645 

0,9166 

0,95 13 

0,9730 

0,9857 

0,9928 

0,9965 

0,9984 

0,9993 

0,9997 

0,9999 

J ,oooo 

TABLE DE LA LOI DE POISSON (suite) 
Fréquences individuelles et cumulées de la variable 5(m). 

0,0009 

0,0064 

0,0223 

0,0521 

O 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

I l  

12 

13 

14 

15 

16 

O 

0,0009 

0,0073 

0,0296 

0.0818 

0,0003 

0,0027 

0,0107 

0,0286 

TABLE DE LA LOI DE POISSON 

Fréquences individuelles et cumulées de la variable T(m).  

1:: 1 0,0573 

0,1277 0,09 16 

0,0001 

e-mk F(x + O) = 1 ___ 
P m Z .  

.fx = - 
x !  ' k = o  k! 

0,0003 

0,0030 

0,0138 

0,0424 

0,0996 

0,1912 

0,3134 

0,4530 

0,5925 

0,7166 

0,8159 

0,8881 

0,9362 

0,9658 

0,9827 

0,9918 

0,9963 

0,9984 

0,9993 

0,9997 

0,9999 

1 ,oooo 

1 5 
~ _ _ - _  

fi. F(xt O) -- 
O 

0,0067 

0,0404 

O, 1247 

0,2650 

0,0067 

0,0337 

0,0842 

0,1404 

0,1755 

O, 1755 

0,1462 

0,4405 

0,6 1 GO 

0,7622 

0,8666 

0,93 19 

0,9682 

0,9863 

0,9945 

0,9980 

0,9993 

0,9998 

0,9993 

1 ,oooo 

0,1044 

0,0653 

0,0363 

0,0181 

0,0082 

0,0034 

0,0013 

0,0005 

0,0002 

0,0001 

.f= 

- 

0,367 

0,367 
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0,061 
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0,000 

0 , m  
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F ( X t  O) 

-- 
O 

0,1353 

0,4060 
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0,9989 

0,9998 

1 ,oow 

F(x t 0 
- 

O 
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0,7351 
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0,98 1 ( 
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fz 

0,049 
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0,224 

0,2248 

O, 1681 

' 0,100 

0,050' 

.0,0211 

0,008 

0,002 

0,0001 

0,000: 

0,OOO 

2 1 3 1 4  
.__ _ _  
=(x t O)  

O 

0,0498 

0,1991 

fi 

- 
0,135 

0,270 

0,270 

0,180 

0,090 

0,036 

0,012 

0,003 

O, 

0,000 

__ 
fi 

-- 

0,018: 

0,073: 

0,1461 

0,0710 

0,0452 

0,0264 

0,0993 

0,0722 

0,0481 

0,9015 

0,9466 

0.9730 

F(x + 0: 
- 

O 

0,0181 

0,091 f 

0,2381 

0,4335 

0,6288 

0,7851 

0,8893 

0,9489 

0,9786 

0,9919 

0,9972 

0,9991 

0,9997 

0,9999 

1 ,bu00 

0,0142 

0,0071 

0.0033 

0,0296 

0,0169 

O.Oo90 

0,9872 

0,9943 

O 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

I l  

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

2a 

23 

24 

0,0014 

O,OOO6 

e-mk 
F(x + O) = c - -m x e m fx = -. 

x! ' k=o k! 

0,9976 

0,9990 
0,0045 

0,0021 

6 - 
fz 
- 

1,0025 

1,0149 

1,0446 

1,0892 

1,1339 

1,1606 

',16op 

1.1377 

1,1033 

1,0688 

1,041 3 

1,0225 

1,0113 

1,0052 

1,0022 

',O009 

,0003 

1,OoOl 

- 
F(x + 0 - 

O 

0,0025 

0,0174 

0,0620 

0,1512 

0,2851 

0,4457 

0,6063 

0,7444l 

0,8472 

0,9161 

0,9574 

0,9799 

0,9912 

0,9964 

0,9986 

3,9995 

3,9998 

1,oooO 

- 

0,1221 

0.1396 
l o ; w 7  1 

O. 1490 
0,5987 

0,1304 1 0.7291 /0;1396 

0,1014 1 ' 10,1241 
0,8305 

l o l  I o  
0,0001 

0,001 1 

0,0050 

0,0150 

0,0337 

0,0607 

0,091 1 

0,1171 

0,1318 

0,1318 

0,1186 

0,0970 

0,0728 

0,0504 

0,0324 

0,0194 

0,0109 

0,0058 

0,0029 

0,0014 

0,0006 

0,0003 

0,0001 

0,0001 

0,0012 

0,0062 

0,021 2 

0,0550 

0,1157 

0,2068 

0,3239 

0,4557 

0,5874 

0,7060 

0,8030 

0,8758 

0,9261 

0,9585 

0,9780 

0,9889 

0,9947 

0,9976 

0,9989 

0,9996 

0,9998 

0,9999 

1 

1 


