4
Option B/L

Exercice 4.01.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace
probabilisé (€2, B, P) suivant la loi normale centrée réduite. On note respectivement
et ® une densité et la fonction de répartition de X (donc de Y)).

On définit Z = sup(X,Y).

1. Montrer que Z est une variable aléatoire a densité. Exprimer une densité g de Z
en fonction de ¢ et P.

2. Montrer que Z admet une espérance et calculer E(Z2).

3. Montrer que X? et Z* suivent la méme loi. En déduire la variance V (Z) de Z.

Solution

1. L’application Z est une variable aléatoire car, pour tout z,
Z<z]=[X<z]N|Y < 7]

est un élément de la tribu B.

La variable aléatoire Z prend ses valeurs dans R et pour tout x réel :

Fz(z)=P(Z<z)=P([X <z]N[Y < 2]) = P(X < z)P(Y < z) = 9%(z)

Ainsi une densité de Z est g(z) = 2¢(z)®(z) = \/22—8_:”2/2@(:6).
Yis

2. Soit (A, B) réels. On procéde 2 une intégration par parties :

B B
2 —z?/2
Ona: i = = /2P (z)d
na /A zg(x)dz \/%/A Te (z)dx
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. 2 z2/2 —z2/2
fA sg(a)ds = 2= [ - = 28()] \/_f &' (z)dz
2

—z2/2 1 3—2
:\/z_ﬂ[—e (I)(:c)h—l—;[Ae dz
(

Or lim e #/23(A) = 0et lim e B/23(B) = 0 et la convergence de

A——o00 B—+o00
I’intégrale résiduelle est connue.

Ainsi E(Z) existe et :

3. Les variables aléatoires X2 et Z2 sont 2 valeurs dans R*. Pour tout z > 0 -
P(22 < 2) = P(~/Z < Z < v/B) = 32(/&) — B%(—/3)

= ®?(yz) — (1 - ®(vx))? = 28(v/7z) — 1
et :

P(X?<z) = P(—vz < X < Vz) = (Vo) - 8(—Vz) = 28(y7) - 1

ce qui montre que X2 et Z2 suivent la méme loi.

Donc :
B(Z%) = B(X?) =1etV(2?)=1-1
Exercice 4.02.
Soit E = C°(R, R) I’espace vectoriel des fonctions continues sur R a valeurs réelles,

N0
0o V1+12
On note T' I’endomorphisme de F défini par : pour tout f € E
T(f):xz— / i dt
Vitt

2. La restriction de 7" a R[z], I’espace vectoriel des fonctions polyndmes réelles
induit-elle un endomorphisme de R|z] ?

1. Montrer que pour tout f € E, z +— dt est un élément de F.

b ]

3. Montrer que 7' est injectif.
4. Montrer que ImT" = {g € C*(R,R) / g(0) = 0}.

5. Déterminer les €léments propres de 7', c’est-a-dire les couples (), f) € R x E,
avec f # 0, tels que T'(f) =
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Solution
f(t)
V142

continues dont le dénominateur n’est jamais nul. Le théoréme fondamental du calcul

/()

_ _ V1412
particulier continue sur R.
L’application 7" est manifestement linéaire (par linéarité de I'intégration) : aussi 7'
est-il un endomorphisme de E.

1. La fonction ¢ — est continue sur R comme quotient de fonctions

dt est de classe C! sur R, donc est en

T
intégral permet d’affirmer que /
0

T
2. Laréponse est non. Par exemple / dt = 2(+/1+ 22 —1) etla fonction
0

t
V1+12
ainsi définie n’est pas polynomiale.

f@) _,
V1+1x2

3. Supposons que f € KerT'. En dérivant, il vient, pour tout z € R,
donc f(z) = 0.
4. Soit g € ImT'. Alors g est dérivable (question 1) et g(0) = 0. Réciproquement
soit h € {g € C*(R,R)/g(0) = 0}.
Posons f(z) = 1 + z2h/(z). Alors f € E et

/D \/{(i_)tzdt _ Oz W (t)dt = h(z) — h(0) = h(z)

5. Soit (A, f) € R x E un couple propre.

f@)
T tzdt = Af(z)
e A\ = 0donne f = 0 (question 3).

° A # 0, permet de voir (en divisant par A que f € C*(R)). En dérivant, il vient,

pour tout z réel : % = M'(z), ie. Mf'(x)vV1+ 22 — f(z) = 0.

Cette équation différentielle du premier ordre se résout en f(z) = KeF®)/2 on F
est une primitive de la fonction z —

T
Ainsi, pour tout réel z, /
0

V1432
Or T(f) = Af entraine que f(0) = 0, donc que K = 0. Ainsi T n’admet aucune
valeur propre, donc aucun vecteur propre.

Exercice 4.03.

Une ume contient n boules indiscernables au toucher, numérotées de 1 a n. On extrait
les boules une par une avec remise 4 chaque fois de la boule tirée.

Pour ¢ € N*, on consideére la variable aléatoire X; définie par :

X, — { 1 siaui*™ tirage on obtient un numéro non déja tiré
;=

0 dans le cas contraire
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Pour £ € N*, on considére la variable Y}, qui prend pour valeurs le nombre de
numéros distincts obtenus a 1’issue des &k premiers tirages.

1. Déterminer les lois de X, de X, etde X3.

2. Exprimer Y}, en fonction des (X% i)1<i<k, puis donner I’expression de I’espérance
de Y}, en fonction de celles des X; pour 1 < i < k.

3. En raisonnant par récurrence, déterminer la loi des X, puis I’espérance de Y.
k )
4.Pour z € Ret k € N*, on pose gi () = ¥ PV =1,
i=1

a) Montrer que Vz € R,Vk € N*, g1 (z) = wg}; (=) + zgx(x).

b) Exprimer (Y} ) en fonction de gx et montrer que E(Yzy1) = (1- %)E(Ykﬂ—l.

¢) Retrouver ainsi la valeur de E (Y).

Solution

1. Notons NV; la variable égale au numéro obtenu au 7™ tirage N; suit la loi
uniforme sur [1, n].

* X1 est la variable certaine égale 2 1.

* P(Xo=1) = ZP(lei)PNI:i(XQII):%Z n;l 1,
i=1 i=1

n

X2 suit la loi de Bernoulli B(1 — -715)
*P(Xg = 1) = P(XQ = 1)P(X2=1)(X3 = 1) -+ P(Xg = O)P(XQ:O)(XS == 1)

n n
Car si (X9 = 1) est réalisé, il y a 2 numéros distincts déja obtenus, tandis que si

(X2 = 0) est réalisé il n’y en a qu’un. Ainsi
Xy suit la loi de Bernoulli B((1 — 1)2).

k k
2.0naYy =3 X;,donc E(Yy) = 3 E(X;).
=1 i=1

2
Montrons que : Vi € [1, k], X; suit la loi de Bernoulli B((1 - %)i_l).
o Le résultat est vrai pour i = 1, 2,3,
o Lafamille (Y), = j)1<;<x est un systéme complet d’événements. Ainsi -
k k .
PXpp1=1) = 2 P(Ye = j)Pv=j)(Xiy1 =1) = .ZIP(Y’“ = j)—4
J= j=

iP(Yk:j)‘ éP(Yij)%
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P(Xp=1)=1-1py) = 1-1 > (1-1y=1  (nypothese de récurrence)

=1 E
1\k
I Nt

B P

n

La propriété est héréditaire et donc Vk € [1,7], X suit la loi de Bernoulli
B((1 - 2)¥).

=1-(1-(1-)")=@1-1y

k
Enfin E(Y;) = 3 (1 - %)i_l =n(l-(1- %)k) d’apres le calcul précédent.
i=1

4.a)Ona:
k+1 ,
gk+1(37) = ; P(Yk—H = 7:)5‘3z
- é (P((Yes1 =) N (Y = 9)) U ((Yes1 = ) N (Y = 6 — 1))]) o
= 3 Pl(Yirs = )N (¥ = o + ’“i P((Yas1 = i) N (Y = i — 1)ja
=1 =2
= (@) + 2 P(Yi = )2 Latt = gt (2) 4 agy(s) - Ll (z)

k
=1
_z(l-2)
- n

J
Ainsi, Vx € R, gg1(z) 95 () + zgr ().

b) Pour tout k, on a: g¢(1) = 1 et g} (1) = E(Y}). Donc, on dérive :

_ eld =2
G (@) = 15280 () 1 ZL=2) gy | () 1 g ()
et on évalue I’ expression obtenue en z = 1 :
E(Yir) = (1-2)EW) +1

Il s’agit d’une suite arithmético-géométrique de raison 1 — 1

n
Ainsi, pour tout k : E(Y) =n + (1 — %)k*l(E(Yl) —n) et comme E(Y;) =1
B(Yi) = n(l - (1- 1)%)

et de point fixe n.

Exercice 4.04.

Deux joueurs J; et J; jouent I’un apres I’autre (J; puis Js, puis Jy, puis Jo, etc.).
Lorsque c’est son tour, chaque joueur doit effectuer un coup qu’il réussit avec une
probabilité p; € |0, 1[ pour le joueur J; et une probabilité p2 € |0, 1] pour le joueur
Ja ; tous les coups sont indépendants. Le jeu se termine dés qu’un joueur réussit son
coup, auquel cas il gagne. On note ¢; = 1 — p; et g2 =1—po.
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1. Calculer la probabilité de I’éveénement G «le joueur J; gagne » (resp. de G5 «le
joueur Jo gagne »).

2. Vérifier que le jeu se termine de fagon quasi certaine au bout d’un nombre fini de
coups. Quelle condition doivent vérifier p; et py pour que le jeu soit équitable (i.e.

pour que P(G,) = P(G3) = %) ?
3. Soit T' la variable aléatoire égale au nombre de coups joués jusqu’a la fin du jeu.
Calculer I’espérance de T'.

On suppose désormais qu’il y a une infinité de joueurs Jq, Jo, .. oy dp,y. .. qui
réussissent leurs coups (toujours indépendamment les uns des autres) avec des
probabilités respectives p1, pa, ..., py, ... (p; €]0, 1[) ; ainsi un joueur qui accede
au jeu, mais qui n’a pas gagné  son tour est éliminé et la « main » ne Iui revient plus.
Pour tout n € N*, onnote ¢, = 1 — p,,.

4. Pourtoutn € N*, calculer la probabilité de I’événement G,, «le joueur J,, gagne ».
Le jeu peut-il étre équitable ?

5.A quelle condition (analytique) sur les nombres qy, ..., g, ... le jeu se termine-
t-il quasiment-toujours au bout d’un nombre fini de coups ? Donner un exemple de
valeurs de g, pour lequel c’est le cas et un exemple de valeurs de g, pour lequel ce
n’est pas le cas.

Solution

1. x Le joueur 1 gagne il réussit un coup de numéro impair alors que tous les coups
+o0

précédents ont raté, donc : P(G1) = Y (q1¢2)"p1 = —EL—.
n=0 1 —qigo

* Le joueur 2 gagne s’il réussit un coup de numéro pair alors que tous les coups
+00

précédents ont raté, donc : P(G2) = Y q1(gag1)™pe = 1%%
n=0

2.0na:

1—q1) +q:1(1 —go)
P(G1) + P(Gy) = —24 app  _ (L= g1 = Ldonc 1
P(G1) + P( 2) T-gg2 ' 1- 143 1= g1¢2 one e
jeu s’achéve quasi-certainement.
Comme P(G1) + P(G1) = 1 la condition équivaut a : P(G;) = P(@G3), soit
g

pl i L) ~ . —
= Ou encore p; = c’est-a-dire lorsque py =
T— q1qs T—gigs P1 = q1p2 que pa

3. D’apres le raisonnement de la question précédente, on a :
Vn €N, P(T =2n+1) = (q192)"p1 et P(T' = 2n + 2) = (q142)"q1p»

Pour calculer I’espérance de T on a affaire 3 des dérivées de séries géométriques
convergentes, donc I’espérance existe et on peut «casser » la sommation :

le=my”
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+00 +o0 too
@+ DP(T=2n+1)=2p1 Y n(q1g2)” +p1 3. (q12)"
n=0 n=0 n=0
1+ q1g9)
— 2 919'2 + 1 g pl(
P l-aw)? "T-qe (1-q1g2)*
De mémeon a:
+o0
2
2n+2)P(T = 2n+2) = 2q1pp —LL2 1o 1l ___ __2¢:1pp
HZ::O( n+ ) ( n+ ) Q’1p2(1 _ q1q2) QIp21 B (1 — qlqz)g
Donc (apres simplifications) :
14+ q192) 2q1p2 2P g1+ g2
B(T) = Bal + < = = .
(1) (1—quge)? (1-qg2)®  1-qig2~ 1—quqe

4.0na P(Gn) =1 Qn—1Pn S1 n >1 CtP(Gl) = p1.
Aucun jeu ne peut étre équitable pour une infinité de joueurs car chacun aurait une
probabilité nulle de gagner ce qui est un cas ou le jeu n’est plus un jeu !

5. On remarque que :
PGn)=q1 - gn-1(1 - In) =q1" " " Gn-1— Q1" Gn-1qn (n > 2).

N
Donc par télescopage, pour tout N > 1,ona: ) P(G,)=1—q;---qy.
n=1

Or la suite de terme général ¢; - - - g,, est décroissante et positive, donc elle converge
vers une limite £. La probabilité que le jeu s’arréte, qui est aussi est la probabilité
qu’un joueur gagne est donc :

+o0
S PGy =1-¢
n=1

Ainsi le jeu s’arréte au bout d’un nombre fini de coups si et seulement si

111}_1 q1---gn = 0. Ceci est équivalent au fait que la série (2 termes négatifs)
n—1+0o

de terme général In(g,,) diverge, ce qui se produit par exemple pour ¢, = % (pour

1

_1
tout n) ; et ne se produit pas, par exemple pour In(g,) = L soitg, =e n”.

Exercice 4.05.

1. Soit g : [0, 1] — R une application continue. Montrer, pour tout n € N, Pexistence

1
de I'intégrale I, :/ e M g(z) dz.
0

2. Calculer Iy lorsque g est définie par
a) g(z) = ze™*,

b) g(z) = 2ctan(z)

V90) = ey

)
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3. On revient au cas général. Soit M un majorant de |g|, c’est-a-dire un réel tel que
pour tout z € [0,1], |g(z)| < M. Montrer que la suite (In)n est convergente et
déterminer sa limite.

4. Soit f : [0, 1] — R une fonction de classe C? telle que f (0) = 1. Pour tout entier
1
n > 1, on pose J,, = n/ &~ fla) diz.
0

Montrer que la suite ( Jn)n €st convergente et déterminer sa limite.

Solution

1. L’application z +— e~"%g(z) est définie et continue sur [0, 1]. Elle est donc
intégrable sur [0, 1].

1
2.a) Ig = / z.e” “dz. Par intégration par parties, on obtient
0

1
Ig = [x(*e_z)]é +/0 e dr = —e"!l 4+ [ - e"“’}tl} =1-—2"1L

1 1
b) Iy = [; Mdm = /0 f(@)f'(z) dz, on f : z — arctan(z).

1+ 22
2 2.1
Io = [Ligh]’ - [axctan(a)” | =@ad 0=

1
1
5] :/ I
o 0 \V2x — 2

1
OnéCHt$2—2$: x—lgﬁl,donc:l :f 1
e=1) Tl VT-@-1p

m

Ainsi Iy = [arcsin(z — 1)]; = Z

1 1
3.50itn>1.0na: |I,| < / [e—”mg(g;”dx < M/ e~ T dr.
0 0

Ainsi: |I,| g Mil=—e™" < M
n mn

Or Mo, 0. Par encadrement, on en déduit I, — 0.
N no+oco n—+oo

1
4.Soit J, =n / e~ "® f(z)dz. Par intégration par parties, on obtient
0

dy = [B:wa(a:)]: - n/:%f’(x)dw

1
donc J, = —e" " f(1) + 1 +f0 e” " f'(z)dz  (car £(0) = 1).
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La fonction f est de classe C! donc 1 est continue. On eut utiliser le résultat des
. p

questions précédentes avec g = f': lim g~ Flmida=10,
n——+00 0

De plus e™™ f(1) o 0.Anst lim - J, =1,

n—-+00

Exercice 4.06.
. PO rd b n
Pour tout entier naturel n supérieur ou égal 1, on pose u, = —;
2. k?
k=1
. PR » ~ = 1
On pose, pour tout entier n supérieur ou égal a 1 : v,, = Z 7 et =v, —Inn

1. a) Montrer que la suite (w,),>; est décroissante
b) Montrer que la série de terme général w,, — Wnp,4.1 €St convergente.

c) En déduire que la suite (w,,) converge. On note v sa limite.
2. Montrer que la série de terme général u,, converge.

3. a) Déterminer deux réels a et b tels que pour tout n > 1

a b
e+l T o

n
b) Ecrire ) uy en fonction de vy, et vgy,41.
k=1

o0
4. En déduire la somme " u,,.

n=1

Solution
1. a) Un calcul immédiat donne :

n+1
wn*mH1=mm+1y4mm__J;<:/ dt _ _1

ot 1 t n+1
La fonction ¢ — % €tant décroissante et positive sur R, il vient Wy — Wpa1 =2 0.
. _ 1 1
b)Ona: w, —wyi1 ﬁ—ln(l— n+1) ——
En effectuant un développement limité de z — In(1 —z) au voisinage de 0, il vient :
i 1
o ——— _l_ =
Wy, — Wnt1 2 + 1)2 O(nz)

ce qui montre que la série > (w, — w,1) converge.

n—1
¢) On peut écrire, pour toutn > 2 > (wy, — We+1) = W1 — Wy,
k=1
La série ) (wn, — wp41) étant convergente, la suite (w,,) est convergente.
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2. La série ) | u,, converge puisque w,, = Gt 1)?277, .y ~ —35
3. a) Par identification, on obtient a = —6 et b = 12.
b) On écrit alors :
2n+1 T 1 n 1 n 1 1
Von4+1 = 121 Z:: +5 ; o +k§1 %11 T 5vn

n
1
Donc : 51T = Vont1 — =V, — L.
k§12k+1 n 2

Par la question précédente :

5 n+1
k;uk’:_fiz k+1+122 T = 63 1+ 120 - 4 - 1)

= —G(Un + ?—1'% == 1) + 12(’02n+1 — -1)2—“’ — 1)

6

= 12(?}2n+1 = Un) -6 — m

4.0navani1 — vy = wongq +1n(2n + 1) — w, — Inn et par la question 1.c,
lim vopy1 —v, =y —7y+1In2=1In2

n— 400

Finalement : Z ur =12In2 — 6.
k=1

Exercice 4.07.

Dans cet exercice, n désigne un entier supérieur a 2 et M, (R) I’espace vectoriel des
matrices d’ordre n 2 coefficients réels.

Soit A = (a;,5)1<i,j<» une matrice de M., (R
T
() = $ o

L. Soit A et B deux matrices de M.,,(R). Montrer que tr(AB) = tr(BA), puis que
deux matrices semblables ont méme trace.

)- On appelle trace de A le réel

On considére dorénavant deux matrices A et B appartenant a My (R) telles que
A% = P2 = I},

On suppose que A et B anticommutent, ¢’est-3-dire que AB = —BA.

2. En considérant BAB, montrer que tr(A) = tr(B) = 0.

3. Montrer que A et B sont diagonalisables et déterminer les dimensions de leurs
sous-espaces propres respectifs.

4.On pose C' = iAB, o 1?2 = —1.
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a) Calculer C? ; montrer que C' et A, ainsi que C et B anticommutent.

b) Déterminer les valeurs propres de C.

Solution

1.SiA= (ai’j)lsi,jgn, B = (bi,j)lgi,jgns alors :

tI‘(AB) == Z z’”': ai ki = tI‘(BA)
1=1k=1
Ainsi tr(PAP™!) = tr(P~! PA) = tr(A).

2.0natr(BAB) = tr((B(AB)) = tr(ABB) = tr(A) et
tr(BAB) = tr((BA)B) = tr(—ABB) = — tr(A). Donc tr(A) = 0.
Avec ABA, on trouvera tr(B) = 0.

3. A% = B2 = I, danc Sp(A) € {1, 1}, de méme pour B. Puis, comme A est une
symétrie ;

VX € My(R),3(Y,Z) e Ker(A—Iy) x Ker(A+ I telque X =Y + Z
avec:Y = %(X +AX)etZ = %(X — AX), donc A est diagonalisable.
* Si Ker(A — I) = {0}, alors A = —1I4 et Ker(A + I4) est le seul sous-espace
propre : sa dimension est 4.
* Si Ker(A+1,) = {0}, alors A = I et Ker(A—I4) est le seul sous-espace propre :
sa dimension est 4.
* Si les deux noyaux sont non nuls, ce sont des sous-espaces propres. Dans la

concaténation d’une base de Ker(A — I4) et d’une base de Ker(A + 1), la matrice
de A est diag(A1, Az, Az, Ag), o0 A, € {—1,1}.
4

D’apres la premiére question ) Ay = 0, ce qui exige qu’il y ait deux fois la valeur
k=1
propre 1 et deux fois la valeur propre —1.

Seul le troisiéme cas est donc possible et la dimension des sous-espaces propres de
A vaut donc 2. Idem pour B.

4.2)OnaC? = —(AB)? = ~A(BA)B = A(AB)B = I,.
Or CA =4iABA = —iA(AB) = —iB; AC = iA?B = iB, donc AC = —CA.
De méme pour C et B.

b) On est dans le cadre de la troisi¢me question : les valeurs propres possibles de
C sont 1 ou —1 et les sous-espaces propres associés sont de dimension 2 ou 4.

Exercice 4.08.
1
1. Pourn € N* etk € [0,n], onpose: I, p = / zF(1 — z)"kdg.
0

a) Pour k£ > 1, établir une relation de récurrence entre Inget Ly pi.
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b) En déduire 1a valeur de s

Dans la suite, on considére r urnes numeérotées de 1 4 r. Pour tout J» 'urne numéro
J contient § boules rouges et r — ;7 boules blanches.

Soit 7 un entier naturel non nul. On effectue n tirages, avec remise aprés chaque
tirage, dans une urne choisie ay hasard une fois pour toutes.

On note X, la variable aléatoire ¢gale au nombre de boules rouges obtenues au bout
des n tirages.

2. Déterminer la loi de B
3. Calculer I’espérance de X,

4. Déterminer pour k ¢ [0,7], lim P(X, = k). En déduire que Ia suite .-
=00
converge en loi vers une variable aléatoire X dont on précisera la loi.

Solution
l.a)Pourk > 1:

1
Loy = / zF(1 — z)*k gy
0

1
~ [pby_qyd — )Pkl k k=1(1 _ \n—(k=1)
= [ en S Jota=tm Rt t

Donc :

Ing = ﬁ'ﬁ In k-1

b) Comme It = n—i—l, il vient, par récurrence
k k—1 1.1 _ kl(n—k)

X...X—x

n—k+1"n—k nnt+l o (n+1)
La formule finale restant valide méme pour & = (.

In,k s

2. On note U; I’événement «les tirages ont lieu dans ’urne Uj ». Par la formule des
probabilités totales :

Vk €0, P(X, = k) = 3° Py (X, = k)P(;) = L5 By (X, = k).
j=1 j=1

La loi conditionnelle de X, sachant que Uj est réalisé est la loj B (n,j/r), donc :
Y = I\ & )\ n—k
VRElOnL PO, =k = L(}) T (4)F (- 4

=o'\ r

3. E(X,) (Z) > (£)*(1 = £)™* done;

I
L07s
PT
e,
>
Il
|
[+
=3 |3
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(on a reconnu I’espérance de 1a loi B (n,7/7)
rir+1 v 1
E(Xr) — T.ﬂ?— ( 3 ) ( )

2r

PO == () S - o (De =5y

Jj=0
La loi de (X,.) tend vers la loi U([0,n])

Exercice 4.09.

1. Soit (), >1 une suite réelle. On suppose que (un, )n>1 converge vers un réel /.
a) Montrer que pour tout ng > 2 et pour toutn > ng,on a:

]—L+"'+“n—£]< Z |uk—€|+— 3 |ug — |
k=

n ko

b) En écrivant la définition de la convergence de (un) vers £, montrer que :

Ve>0,3ng > = 2telqueVn > no, Z]uk~€|<

_'n.o

c) En déduire que lim Yt tun _ ,
n—+00 n

On considere une suite numérique (uy, ),>o définie par ug > 0 et pour toutn >

n
Up41 = Z Uk
k=0

2. a) Montrer que lim wu, = +o0.
n—r-400

b) Montrer que lim (un+1 il )

n——)

l\D

¢) En déduire que u,, ~ 2.

(+00) 2

Solution

1.a)0na]”1+'?'1'+un_g|:|ul+---+un~n£‘:'i u&—e[et

e s fI<El—’Q—l I-E—H Z |t

_nD

n

b) Pour tout € > 0, il existe ng > 2 tel que V& > ng, lug — 4] < 'S’
On ecnt "
0

1 1 n—n
lakgl’uk—qgﬁkzlluk—efﬁ-ﬁkzg_;_l!uk—fl ﬂo + e o Q

< QT?—Q + €, ou Cy,; ne dépend pas de 7.
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C

Il reste & faire tendre n vers +oo : il existe n; tel que pour n > ny, 0 < —;’“!l -
On prend enfin n > max(ng, ny) pour terminer la question.

n n—1
2.0nécritul g = Y up = 3 ug +u, = u,ﬁ—i—un;donc:v..v,,%_lrl > u2 car les
k=1 k=1

termes de la suite sont positifs et par suite u, 1 > wu,, par cette méme raison. La
suite (uy,) est croissante.

Si elle converge vers 4, alors 2 — ¢2 +£soitf =0: impossible car u,, > ug > 0,
donc ¢ > .

Conclusion : limp,_,, %, = 400

2 2
3.Mvient 2+ =14+ 1 gone lim 23l = letparsuite uy g ~ Up.
(7 Un, n—-400 Uy, (+00)
2 2
U —u 1
De plus uy, 1 — u,, = —ntl 2 = Un, = donc

Up+1 + Up Un+1 + Unp u:—+1- +1’
ki

RETOO(un+1 —Up) = %
4. Posons vy, = Uk+1 — Uk pour k& > 0. Alors kBI-Eoo U = %
D’aprés la question 1), . HTOO % kél o -%
Or k§:1 Uy = kil (Urs1 — ug) = Un+1 — ug. Donc
Ml —w0) = § = i L =) =

Carun4y; ~ wu,.Donc:u, ~
(+00) (+00)

Nl

Exercice 4.10.

+oc
On pose, pour z € R, f(z) = / gt— dt.

1. Déterminer I’ensemble de définition D de f.

2. Montrer que f est continue, dérivable sur D. Donner les variations de f.

Montrer que lim f(z) = 400 et déterminer lim f(z).
z—0+ T—+00

3. Montrer que :
a) f(r) ~ &

(+o0) T °

1
b) f(z) 7= Inz (on pourra considérer h(z) = / f(t)dt +Inz).
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4. On pose g(z) = {fffj Si;”i 8'

a) Montrer que g est une densité de probabilité,
Soit X une variable aléatoire de densité g.

b) Déterminer, s’ils existent, les moments de X

Solution
—t +oo —t .
1. Pour t > l,e—t— < et donc I'intégrale ] —-t—dt converge. Ainsi, pour tout
1

z >0, f(z) existe. Mais f (0) n’existe pas car ’intégrale / %—dt est divergente
0

-
e o l
e o (0+) i’

Conclusion Vz < 0, f (z) n’existe pas. Le domaine de définition de f est R**,

1 —+00
2.Pourtoutz > 0, f(z) = / f(t)dt+ f(t)dt, donc f est continue, dérivable
z 1

T

et f'(z) = _e; .

La fonction f est strictement décroissante sur R* . On sait u’elle admet des limites
- q

(finies ou infinies) en 0 et 400 ; 1a limite en +oo est nulle comme reste d’intégrale

1
convergente. L'intégrale [  f(z)dz diverge, f est positive, donc lim+ (%) = +00.
0 z—0

z
~t
3. a) Soit z > z et Iintégrale / e—t~dt. Faisons une intégration par parties en
xr

intégrant ¢ — e~ en ¢ s —e—t -

z —t

—t & % —t
] ert:[_'e—]x*fm &-dt

— +oo e—t
el, par passage a la limite 1égitime : Hla) = ea: - / ?—dt.
xT
N —
= g(z)
—t = +o0 -
: g g 1 —t e .
etsnt;:v,alors—Q—g——z-,doncOgg(x)g—i—/ e 'dt = . ce qui
t & x” z

—&
montre que %E—— est un équivalent de f (z) au voisinage de +oo,
1

b) On écrit /

T

et ! g0 1
H
La fonction ¢t — & —1

est continue sur |0, 1], prolongeable par continuité en 0,
donc elle admet des primitives sur [0, 1] : A est continue sur [0, 1], donc bornée.
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Ainsi 4
f(z) +In(z) = h(z) -l—/ E-t—dt =h(z)+ A
1
Il en résulte que f(z) = —Ing + h(z) + A.

Or h(z) et A sont négligeables, au voisinage de 0%, devant — In Z, ce qui donne
I’équivalent demandé.

4. a) En intégrant par parties pour a et b strictement positifs :

/fﬂ:)d.r— [zf(a:)] —/acf (a:)da:—bf(b)—af(a)+/ ~Tdx

Gréce aux équivalences précédentes, lim af(a) = 11+m bf(b) = 0.

a—0t
b +o00
Deplus lim lim & g = e Tar=1
a—0t b—+4oo & 0

Ainsi g est une fonction positive, continue d’intégrale 1 sur R : ¢’est une densité de
probabilité.

b) La convergence des intégrales rencontrées étant évidentes, d’apres le théoreme
du transfert, qui s "applique, et aprés avoir pris les précautions habituelles pour une
intégration par parties, on trouve :

MalX) =l B

+o0
f(b) ~gon 1/ z"e " *dx

etVn e N, M, (z) existe et vaut

_{_' i (par récurrence simple).



