4

Option B/L

Exercice 4.01.

Pour tout entier naturel n non nul, soit f,, la fonction définie sur [0, 1] par

Fult) = t"sin(rt).
1. Soit n € N*.

a) Montrer qu’il existe «,, €]0, 1] tel que f(a,) = sup fn(t).

te[0,1]
b) Montrer que cos(may,,) # 0.
2. Montrer que lim «, = 1.
n—oo
On pose e, =1 — a,.

3. a) Montrer que ¢,, = % +o(1).

b) En déduire lim sup f,(t).
N0 tc[0,1]

Solution

1. a) On remarque que f,,(0) = f,(1) = 0 et pour tout ¢ € 0,1[, fn(¢) > 0.
Ainsi, la fonction f,, étant continue sur [0, 1], elle atteint ses bornes sur cet
intervalle. De plus, la borne supérieure est atteinte a l'intérieur de l'intervalle.

b) Comme a, est intérieur a l'intervalle [0, 1], f'(ay,) = 0. Ainsi,

nsin(ray,) + Tay, cos(mray,) = 0.

Si cos(ma,) = 0, alors sin(may,) = 0, ce qui est impossible car cos? 4 sin® = 1.

Ainsi, cos(may,) # 0.
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2. a) D’apres la question précédente, tan(wa,,) = —%.
Comme «,, € ]0,1], (W?L‘n)neN* converge vers 0. Ainsi, tan(mwa,,) converge

vers 0 par valeurs négatives et la suite (av,) converge vers 1.
b) En reprenant la question précédente, tan(we,,) = %(1 —&n).
Ainsi : me,, = arctan (%(1 —&n)).
Donc d’apres le développement limité de arctan : we,, = %(1 —&n) + 0(%(1 —

En))
1 1

Soit &, — o= —%‘ + 0(5 — %) = 0(%), car (e,) converge vers 0.

c¢) Finalement :

sup fi = ful(en) = n(1 = 5+ o(z) " sin(r(1 = 5 +o(1/m)

=n(l- % + o(%))nsin (% + o(1/n))

et les équivalents classiques donnent : sup f, — T

Exercice 4.02.

On utilise deux pieces de monnaie équilibrées. On lance la premiere piece n
fois de suite et on note X la variable aléatoire donnant le nombre de Face
obtenus. On effectue la méme opération avec la deuxieme piece et on note Y
la variable aléatoire donnant le nombre de Face obtenus.

Ces deux variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé

(Q, A, P).

1. Soient m et n deux entiers positifs et k& € [0,n + m]. En développant
(14 t)"*™ de deux manieres différentes, établir la formule suivante :

k
n m \ _ (n+m
2. Quelle est la loi de X 7 Les variables aléatoires X et Y sont-elles
indépendantes et identiquement distribuées ?

3. Calculer la probabilité de I’événement [X + Y = n].

4. Que vaut P(X =Y)?

5. Montrer que P(Y > X) =

NO|—
/
[E—
_|_

[\)

DO —
3

/N
s 3
——
——
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Solution

1. Avec la formule du binome de Newton, il vient :

nim (n—]:m>tk _ (1 4 t)n+m _ (1 + t)n(l + t)m

G ONE (A E ()

En identifiant les coefficients, on aboutit a la formule demandée.

2. Comme les résultats des lancers sont indépendants, il est clair que X
suit la loi binomiale B(n,p). Les variables X et Y sont clairement (i.e.
«physiquement ») indépendantes et suivent la méme loi.

3. La probabilité cherchée est celle d’obtenir n faces a I’issue des lancers des
deux pieces. En utilisant I'indépendance des variables X et Y et la formule
trouvée en 1., on voit que :

Py =m=P(UX=knr=n-=3 ()" )

k=0 k=0
2n
e
4.0Omn a: . § ) 2
PX=Y)=P(UX=kn(¥ =k)=3 P(X=k?=3 2%(2)
k=0 = =

Comme ( n ﬁ k) = (Z), on trouve finalement avec la formule de 1. :

P(X=Y)=-L (2”)

22\ 1
5. Par symétrie, on a P(X >Y) = P(Y > X). Par suite, il vient :
1=PX>Y)+PX<Y)+PX=Y)=2PX>Y)+P(X=Y)
—9P(X>Y)-P(X=Y)
Il en résulte que :

P(X>Y)=3(1+PX=Y)) = %(H%n(?g))

Exercice 4.03.

Soient p et ¢ deux réels tels que p € ]0,1[ et ¢ =1 — p.

On considere une variable aléatoire réelle discrete X, définie sur un espace
probabilisé (2, B, P), dont la loi de probabilité est donnée par :

X(Q)=NetVkeN,P(X =k)=pq"
1. Montrer que X admet une espérance et une variance et les calculer.

2. On définit une nouvelle variable aléatoire en posant Y = X1
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a) Déterminer la loi de probabilité de Y.

b) Soit n € N et soit € [0, 1[. Rappeler la valeur de la somme S,, = 3 z°.

tnl
:>4m1—w—/"x+dm

l1—=z

n+1
En déduire que Vn € NVt € [0,1], >

=~

c¢) Prouver la convergence et calculer la somme de la série >

t*
=1 k-

d) Montrer que Y admet une espérance et la calculer.
3. Soit Z une variable aléatoire réelle discrete telle que Z(€2) = N et telle que

pour tout k£ € N, la loi conditionnelle de Z sachant que (X = k) est réalisé
est la loi uniforme sur [0, k].

a) Pour tout n € N, exprimer P(Z = n) sous la forme d’une somme.
b) Montrer que Z admet une espérance que ’on notera E(Z).

c¢) Calculer E(Z) (on admettra qu’il est possible de permuter I'ordre des
sommations a effectuer).

Solution

1. a) La variable X +1 suit la loi géométrique de parametre p. Par conséquent
X admet une espérance et une variance telles que E(X) = % et V(X)= L.

.a)OnaY(Q) = 1 mGN*} et pour tout m € N* :
P(Y = Ly=P(X =m-1)=pg!

b) Pour tout n € N et tout = € [0,1], S Zm—lzx
—x

Soit ¢ € [0,1]. En intégrant la formule précédente sur le segment [0,%], on
obtient :

n ; n 1 t t t
tl—i—l + dl’ B xn—i—l _ B B mn—i—l
i;]i_'_l Z 0—1—:1: 1_md$— In(1 —¢) Ol—a:dx'

c¢) Soit n € N. Pour tout (¢,

GRQtelsqueO r<t<l,ona:
n+1 < tn—l—l

—r 1—x

En intégrant pour x variant de 0 a ¢, on en déduit que :

tn—|—2

n+2)(1—t)
d:v) 0.

z)
X
0<4

t n+1
VneN,Vte[O,l[,Og/dexg(
0

t ’)’L

Par encadrement, il suit que : lim
n——+o0o 1 -
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On déduit alors de la question précédente que la série Z converge avec :
k>1

> L= —m(1-1)
k=1

d) La variable Y admet une espérance si et seulement si la série %P(Y =
keN*

%) converge. La somme partielle de rang N de cette série s’écrit :
N N
1 1 _D
ip D
Z Y =2)= kZ ppa = Z:J

On reconnait la somme partielle de la série étudiée a la question précédente.
Il s’ensuit que Y admet une espérance avec :

B(Y) = 2= n(1 - q)) = ~2222)

3. a) Pour tout £ € N, on a :
Pix—i)(Z =n) = lerl sin e [0,k] et Px—p)(Z =n)=0sin¢][0,k].

En appliquant la formule des probabilités totales avec le systeme complet
d’événements (X = k)gen, on trouve
P(Z=n)= ¥ Pixoy(Z=mP(X =b) = &
keN +
b) La variable Z admet une espérance si et seulement si la série > nP(Z =

n), i.e. la série > ( Z e 1) converge.
On pose u,, = nP(Z ) Pour tout n € N :

0< un—nzk+1 anq—nplq = ng"

Par critere de comparaison des séries a termes positifs, la série > u,, converge.
Il s’ensuit que Z admet une espérance.

¢) On calcule alors I'espérance de Z :

o
B(Z)=> un=% >on
n=0 " n=0 k=n k + 1
Comme on a admis que 'on pouvait permuter 'ordre des sommations (sans

changer la somme) il Vient

k(k
B(2)= £ 3y = 5 pryHE L

=0n=0

l\')lr—t

i:; =1B(x)=4L.

Exercice 4.04.

L’expérience qui suit est modélisée par un espace probabilisé (2, .4, P) sur
lequel sont définies toutes les variables aléatoires qui suivent.
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Soit d un entier tel que d > 2 et n un entier tel que n > 1.

On considere deux urnes A et B initialement vides et d boules numérotées
de 1 ad.

On procede a l'expérience suivante : on lance d fois un dé ordinaire. Pour
tout i € [1,d], si le i-itme lancer a donné un chiffre inférieur ou égal a 4,
on place la boule portant le numéro ¢ dans I'urne A ; sinon on la place dans
I'urne B.

On note X le nombre de boules se trouvant dans 'urne A apres cette série
de lancers.

On choisit alors au hasard un nombre compris entre 1 et d et on change d’urne
la boule dont le numéro vient d’étre obtenu et on recommence indéfiniment

On note X,, le nombre de boules contenues dans I'urne A a la fin de n
échanges.

1. Déterminer la loi de Xj.

2. Calculer, pour (i, j) € [0, d]?, la probabilité conditionnelle P x, - (Xp41 =
3. Montrer que la suite (E(X,,)), vérifie une relation de récurrence arithmético-
géométrique.

4. Déterminer lim FE(X,). Interpréter le résultat obtenu.
n—oo

Solution

1. Tout d’abord X (€2) = [0,d]. Réaliser (Xo = k) c’est avoir obtenu k fois
un numéro inférieur ou égal a 4 et d — k fois un numéro supérieur a 4. Ainsi
Xy suit la loi binomiale B(d,2/3).

2. Au vu de I'expérience proposée, lorsque 'urne A contient j boules, avec
1 <75 <d-1, au moment n, elle ne peut en contenir que j — 1 ou j + 1 au
moment n + 1. Ainsi pour i ¢ {j — 1,7+ 1}, P(X41 =1/X, =7) =0.

® Px,=j)(Xnp1=75—-1) = 7> car le numeéro tiré correspond a un numéro de
boule contenue dans A a I'instant n.

® Pix,=j)(Xn+1=7+1)= %%‘]

e Tandis que P(ano)(Xn+1 =1)=1, P(Xn:n)(XnH =n—1)=1

3. En utilisant le systeme complet d’événements (X,, = j)o<;<q, il vient :
d
P(Xpq1 =1) = ZOP(Xn:j)(XTH-l =) P(X, =)
‘]:

® P(Xn_|_1 = O) = P(Xn:1)(X’n—|—1 = O)P(Xn = 1) =
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o P(Xpi1 =d) = Px,—g—1)(Xnp1 = d)P(Xy =d— 1) = JP(X, =d - 1),

e Sinon la formule générale se réduit aux deux termes :

P(Xpp1 =i) = LELp(X, =i+ 1)+ &=LELp(X, =i - 1)

Comme P(X,, = k) est nul si k& ¢ [0,d], la formule précédente est en fait
valable pour toutes valeurs de n et 7 et on peut donc écrire directement sans
se préoccuper des limites des sommations :

d
E(Xn1) = X0 iP(Xpq1 =1) = 3 iP(Xnq1 =)
1=0 7
=S i P, =i+ 1) + i = L p(x, =i - 1)

=G~ DxdP(X, = ) + 26+ Dx 2L P(x, = )

2 d._.2 d— i '
:Z] ]+.7d9+ JP(Xn:j)

J
= 42257 iP(X, = j) + 5 P(Xy =)
J J
C’est-a-dire :

B(Xpi1) = 452 B(X,) +1

5. Le point fixe de cette récurrence arithmético-géométrique est
obtient :

, et on

(V|8

E(X,)-%¢=(1-2)"(BEX)-%) — 0

card>2et0<1—%<1.

Apres de nombreuses manipulations les contenus des urnes auront tendance
a s’équilibrer. . .

Exercice 4.05.

On note E l'espace vectoriel des polynomes a coefficients dans K = R ou C,
et E, le sous-espace vectoriel des polynomes de F de degré inférieur ou égal
a n, ou n est un entier naturel.

Soit @ 'application de F dans F qui a P associe P(X + 1) — P(X), et A
I’endomorphisme défini sur E qui & P associe le polynome dérivé P’.

1. Montrer que FE,, est stable par ® et par A et que ® et A restreintes a FE,,
induisent des endomorphismes de F,, notés respectivement ®,, et A,,.

2. Déterminer Ker(A,,), Ker(®,,), Im(A,,), Im(®,,). On précisera pour chaque
espace sa dimension et une base.

3. Ecrire les matrices F [respectivement M| des endomorphismes ®,, [respec-
tivement A,] dans la base canonique de FE,,.
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4. Montrer que A = (AF) ke{0,...,n} est une famille libre d’endomorphismes
de F,,.

5. Montrer que ®,, appartient a Vect(A).

Solution
1. La linéarité de ® se traite aisément, celle de A vient du cours.

La stabilité de FE, par A vient de ce que le degré d’un polynoéme dérivé
est inférieur a celui du polynéme initial, et par ® du fait que, en dehors du
cas d’'un polynoéme constant qui appartient clairement au noyau de ®, pour
tout polynome de degré supérieur ou égal a 1, le terme de plus haut degré
disparait dans la différence (binéme de Newton) et donc le degré est au plus
deg(P)—1<n—1.

Comme la restriction & un sous espace vectoriel £/ de E d’une application
linéaire f de F dans un (autre) espace vectoriel F' est une application linéaire
de E’ dans F' de noyau Ker(f|g/) = Ker(f) N E’, on obtient ainsi le fait que
®,, et A, sont deux endomorphismes de F,,.

2. Ker(D,,) = Ker(D) N E,, est formé des polynomes constants.
Ainsi Ker(D,,) = Ky[X], de dimension 1, de base (1).

Le théoreme du rang nous donne alors dim(Im(D,)) = n+1—-1 = n.
Toutes les images des vecteurs de E, sont dans K,,_1[X] = E,_;, donc
on a l'inclusion Im(D,,) C K,,_1[X] = E,_1 et comme les deux sous-espaces
vectoriels ont la méme dimension finie, ils sont égaux. Bilan : Im(D,,) = E,,—1,

de dimension n, de base : (1, X,..., X"71).

De méme les polynoémes de Ker(®,,) sont les polyndémes de E,, tels que I'on
ait : Vo € K, P(x + 1) = P(x).
P est donc un polynome périodique de période 1.

Par conséquent un tel polynéme P est tel que P(X) — P(0) est nul en tout
point de N, donc est le polynéme nul, ce qui prouve que P est constant.

Bilan : Ker(®,,) = Ko[X], de dimension 1, de base (1).

En raisonnant exactement comme pour D,,, puisque le degré de ®,,(P) reste
inférieur ou égal a n — 1, on obtient :
Im(®,,) = E,_1, de dimension n, de base : (1, X,..., X" 1)

3. 1l suffit d’écrire en colonnes les transformés des vecteurs de base pour
obtenir :
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4. Soit (Ao, ..., \n) tel que > A\p.DE = 0.
k=0
Appliqué au polynéme X7, il vient > Ap(X™)*) = 0. Or la famille (X™)*),
k=0
0 < k < n est graduée en degrés donc libre et tous les scalaires Ax sont nuls.
La famille donnée est donc bien libre dans L£(E,,).

5. La formule de Taylor des polynomes s’écrit :

n (k) k
VPeE,Ya,beK,Pla+b) =} #
k=0 :

Ou encore en remplagant a par X :
AR (P)(X)b"

VPe E, P(X+b) =) ]
k=0 :

d’ou en appliquant cette formule deux fois, pour b = 1 et b = 0, et en
effectuant la différence :

VP e B, P(X+1)— P(x) = 3 AuP)O0F =08 _ 3~ AL(P)(X)

n k

Donc : ¢, = > % et ®,, est bien une combinaison linéaire des éléments
k=1 K-

de la famille A.

Exercice 4.06.

Soit E 'espace vectoriel des fonctions continues sur R & valeurs dans R.

1. A tout f de E, on associe 'application F' de R dans R définie par :
r+1
F(z) = f(t)dt.
X
a) Montrer que F' est définie, continue, dérivable sur R et calculer F'(x)
pour tout réel x.

b) Dans cette question uniquement, on a f : x { o v i zi i ; 1
V.4 =

Déterminer F'.

2. Soit T': E — E définie par T(f) = F.



130 ESCP Europe 2014 - Oral

a) Montrer que T' est un endomorphisme de FE.

)
b) I’endomorphisme T' est-il injectif ? surjectif ?
3. a) Déterminer le noyau de T'.

b) Montrer que pour tout a de R, la fonction f, : =z +— €% vérifie

T(fa) = Aafa, O Ay est un réel a déterminer.

¢) Montrer que pour « réel strictement positif, il existe a tel que a = A,.

Solution

1. a) La fonction f est supposée continue sur R, donc admet des primitives.
Soit ¢ I'une d’entre elles. Pour tout x, on a : F(z) = ¢(z + 1) — ¢(x). Ainsi,
F est de classe C!, et pour tout x, F'(x) = f(x + 1) — f(z).

b) Il convient de distinguer trois cas selon la position de 1 par rapport aux
deux bornes d’intégration x et x + 1. On obtient :

%(m%—(az—l)%) siz>1
2
F)={ 05501 23 go<a<l
1_2255 siz <0

2. a) L’application T est linéaire par linéarité de I'intégration et pour tout
f de E, T(f) = F est de classe C! donc a fortiori continue. Donc T est un
endomorphisme de E.

x+1
b) x Soit f : z + sin27x. On a : Vo € R, T(f)(z) = / sin 27tdt = 0.
Donc T'(f) = 0 mais f # 0. Donc T n’est pas injectif. ’

x Soit g :  — |z|. La fonction g est dans F, mais pas de classe C! car pas
dérivable en 0. Or pour tout f de E, T(f) est de classe C!, donc g n’a pas
d’antécédent par T, qui n’est donc pas surjectif.

x+1
3. a) x Soit f € KerT, on a donc : Vz € R, F(x) = / f(t)dt = 0. En
dérivant, on a donc Vo € R, F'(z) = f(v+1) — f(z) = 0 et f est périodique,
1 étant période de f.
*x Réciproquement, si f est périodique, 1 étant période de f, alors I’ est la
fonction nulle et F' est constante. Par conséquent F' est la fonction nulle si et
1

seulement si F'(0) = / f(t)dt =0.

0

Le noyau de T est formé des fonctions dont 1 est période et d’intégrale nulle
sur [0, 1] (ou sur tout autre segment de longueur 1).
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x+1 a 1
e dt = eT_xe“x. Donc

b) * Sia#0,T(f,)(x)=
T(fa) = S fa avec fu #0.

a
Ceci prouve que f, est vecteur propre de T associé a la valeur propre

_e*—1
AMa) = —

T~

r+1
* D’autre part : T'(fo)(x) = / 1dt = 1. Donc T'(fo) = fo et fo est vecteur

X
propre de 1" associé a la valeur propre 1.

e —1
c¢) On considere A la fonction définie sur R par : A\(a) = { a sia#0
1 sia=0
La fonction A est continue sur R (car A(a) — 1 = X(0)).
a—

Ona lim A(a) =0et lim A(a) = 400, donc la fonction continue A atteint
a——00 a—r+00

toutes les valeurs de R” , ce que I'on voulait démontrer.
(notons que e* — 1 est du signe de a, et donc la fonction A ne prend aucune
valeur strictement négative), ainsi A\,(R) = R%.

Exercice 4.07.

+o0 —xt
1. Déterminer les valeurs de x réel pour lesquelles / tte N dt converge.
0

e_

o0 —xt
On note alors f(x) = / tte dt.
0 e —1

2. Déterminer xgrfoo f(x).

On admet que la fonction f est continue sur son domaine de définition D.

3. a) Montrer que pour tout € D, f(x) — f(z + 1) = ;2
(x+1)
b) En déduire un équivalent de f au voisinage de inf D.
4. a) Montrer que pour tout z € D, f(x) = > %
n=1 (x +n)

b) En déduire un équivalent de f(z) au voisinage de +oc.

Solution

—xt
1. La fonction ¢ : t — tf—ldt est positive sur RT.

e’ —

e pour t au voisinage de 0, ¢(t) ~ tt ~ 1. L’intégrale est faussement

impropre en 0.
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e pour t au voisinage de +00, p(t) ~ te~ (@D dont Iintégrale au voisinage
de l'infini converge si et seulement si z > —1.

Le domaine de définition de f est donc D = |—1, +o0].

2. La fonction t — — t ! est continue sur [0, +oo[ et tend vers 0 en 4o00. Elle

est donc bornée sur R et on note M un majorant de cette fonction positive.
Ainsi :

[f(2)] < M/;Ooe‘“dt — M ot tim f@)=0

x T—+00
3.a)ona:
TO i 00 (a1t +o0
f@) - s = [ R [ gy [T e g
0 € — 0 e — 0
1
— 1) = ——
@) = fa+ 1) = o

b) Lorsque x tend vers —1, z+1 tend vers 0 et f(z+1) vers f(0) (continuité
de f admise). Ainsi au voisinage de —1, f(z) ~

(z+1)%
4. a) Pour tout N € N* :
N-1 § 1y - N-1 1 B N
S (feth)—fathl) = & ol = 1) - S+ )

En utilisant la question précédente, en faisant tendre N vers +oo, il vient :

i %Zf(l’)

n=1 (T +n)
b) Soit € D fixé. On utilise la méthode de comparaison série/intégrale
. 1 .
our la fonction ¢ — ——= pour obtenir :

I A | 1

z) — 4 < —at_ L@+

@L< [ o =l<s@d,

1

ce qui montre que f(x) ~ ~ au voisinage de +oo0.

Exercice 4.08.

On admet que les propriétés de la covariance de deux variables aléatoires
discretes restent valides pour des variables a densité.

Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 27]. On note ¥ = cos X
et Z =sin X.

1. Calculer 'espérance de Y et celle de Z.

2. Montrer que la covariance de Y et Z est nulle.
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3. Les variables aléatoires Y et Z sont-elles indépendantes ?

4. a) Soit h la fonction définie sur [0, 7] par h(z) = cosz. Montrer que h est
une bijection de [0, 7] sur [—1,1] et établir que sin(h™(z)) = V1 — 22.

b) Montrer que Y est une variable aléatoire a densité, déterminer une
densité de Y et retrouver la valeur de E(Y').

Solution

1. Par le théoreme de transfert :

27 27
_ 1 —-0- — 1 g _
E(Y) = /0 5 cos(t)dt =0; E(Z) = /0 5 sin(t) dt = 0

27
2.0naYZ =cosXsinX = $sin(2X). D’ou: E(YZ) = / ﬁ sin(2t) dt =
0

0, par conséquent :
Cov(Y,Z)=E(YZ)-E(Y)E(Z)=0
3. Si Y et Z étaient indépendantes, Y? et Z? le seraient également, or
Y2+ 272 =1.
4. a) La fonction h coincide avec la fonction cosinus sur [0, 7] ; elle est continue
et réalise une bijection décroissante de [0, 7] sur [—1, 1].
Comme sin?(h~'(z)) 4 cos?(h~(z)) = 1, on a sin?(h " (z)) = 1 — 22
De plus sin(h™1(z)) > 0, puisque x appartient & [0, 7], on trouve donc :
sin(h='(z)) = V1 — 22

b) On a Y (Q2) = [—1,1] et pour tout = € [—1, 1]

Fy(x) =Pcos(X)<x)=Plz< X <21 —2)=Fx(2r — 2) — Fx(2)
avec z € [0, 7] tel que cos z = x. Ainsi :

_2m—2 _ z _q1_Z%
Fy () = 2T 2r 1 70 T
La fonction h~! est dérivable, avec (h~ 1) (z) = — = —
R ) RV

La fonction Fy est donc dérivable sur R\ {—1,1} et :

1 _
fy(x)—{ﬁ v sixe|-1,1]
0 sinon

1
Les deux intégrales /
0

0
1 1
————dx et / ————dx sont convergentes
vV1—2x2 —1v1—2?

(regle de Riemann au voisinage de £1) et par imparité :

1
1
—————dx =0
/_1\/1—1'2
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Exercice 4.09.
Pour tout « > 0, on pose h,(t) = lil—wt

1. Etudier les variations de h, apres avoir donné son domaine de définition.

2. Déterminer H,, la primitive de h, qui s’annule en 1.

oo oo

On pose F(x) = > hy(n)= > ln_;zy pour tout x, tel que la série considérée
n=2 n=2 T

soit convergente.

3. a) Montrer que la série précédente est convergente pour z > 1 et divergente
pour x < 1.
b) Etudier la convergence de la série précédente pour z = 1. (On pourra

procéder a une comparaison série/intégrale).

4. Montrer que F' est décroissante sur |1, 400].

“+o0
5. a) Montrer que, pour tout x > 1, / l?—xtdt converge et calculer sa valeur
3
que 'on note I(z).

1
b) Montrer que I(x) e @17

c¢) Montrer que pour tout x > 1, 13_3 +I(z) < F(x) < 1;1—902 + lg—f’ + I(x).
d) En déduire un équivalent de F(x) quand z tend vers 1 par valeurs
supérieures.

Solution

1—xlnt.

1. La fonction h, est définie sur R* et on a : h(t) = yE=S:

t t
2. La fonction h, étant continue, on a H,(t) = / he(u) du = / ln_g du
1 1 u

— Hy(t) = $(Int)?
— Pour z # 1, en intégrant par parties :

_ Int 1 1
Ha(t) = 1—z)* T (1 —x)z(tw—l -1

3.a)xSiz > 1. Pour a € |1, 2] :

nalng _ lg_na . 0
n n n— oo

(Par croissances comparées).
Par la regle de Riemann, la série de terme général h,(n) converge.
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*Six <1, pourn > 3, uy(z) > % et la série de terme général h,(n) diverge.

b) La fonction h; : = +— thx est décroissante positive sur [3,+oo[, on en
déduit :

n n+1 1
; by //3 T gy = [In(in2)]; ™ = In(n(n + 1)) - In(In 3)

3

Ainsi lim > % = +00 et la série de terme général hi(n) diverge.

4. Soient x,y dans |1, +o00| tels que z < y et n > 2 :

1 1 Ink
Vke [2,n|,k*" <k == =< = — == ;
[[ n]] ky kx ky kx

=~ Ink =~ Ink
—_rY < A
1;::2 kY 1;::2 k*
En faisant tendre n vers l'infini, on obtient : F(y) < F(x). Donc F est
décroissante sur |1, +ool.

5. a) La fonction h, est continue positive sur [3, +oco[, donc intégrable sur tout

segment de [3, +00[. Soit x > 1 et o €]1,z[. On a to‘ln—xt = % — 0.
t t t——4o00
Int

Donc "

= o(t%) et, par le regle de Riemann I(z) converge.

Soit A > 3. 11 Vient en effectuant une intégration par parties :

/ Int dt — Int . 1 A
—o)t" b (1 —x)** s

Puis en faisant tendre A vers 400, on a :

In3 1
I(z) =
(x) (.CU o 1)3$—1 + (f,U _ 1)23%—1
1 In 3 1
b) Vo >1,1(z) = m[(iﬁ— 1)33 T+ 3:c—1]'
On fait tendre x vers 1 par valeurs supérieures, on obtient alors :

1
1 ~
(@) (z—1+) (z — 1)?

¢) Soit x > 1, h, est strictement décroissante et positive sur [3, +ool.

Soit N > 4, par comparaison :

), o Nm) _ms M)
/3 = ; < —I—/3 dzr

n” 3% t*
+oo
On fait tendre N vers +oo et on a I(x) < w < 1;1—133 + I(x).
n=3 N

D’ou :

B2+ I(0) < Plo) < B2+ I3 4 1)
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En multipliant les membres de I'inégalité précédente par (x—1)2, pour z > 1,
et en faisant tendre x vers 17, on obtient :

1
F ~ 1
(z) (z—1+) (z — 1)?

Exercice 4.10.

Une piece donne Pile avec la probabilité p € ]0, 1] et Face avec la probabilité
g = 1 — p. On effectue une suite de lancers de cette piece. On suppose que
les résultats des lancers successifs sont indépendants. On s’intéresse dans cet
exercice a la premiere apparition de deux Pile consécutifs.

On suppose l'expérience modélisée par un espace probabilisé (2, .4, P).

Pour tout entier naturel n > 0, on note A, I'’événement : «deux piles
consécutifs sont obtenus pour la premiere fois aux lancers numéros n et n+1»
et on note a,, = P(A,).

1. Soit f la fonction de la variable réelle x définie par : f(z) = 22 — gz — pq.
Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet deux racines réelles distinctes r1,ry
telles que —1 <r; <0 <ry < 1.

2. Soit E D’ensemble des suites réelles (u,)nen telles que Vn € Nju,10 =
qUn+1 + PqUn.

a) Montrer que E est un espace vectoriel de dimension 2. (On pourra
considérer I'application qui associe a un élément de F le couple de ses deux
premiers termes).

b) En déduire que E = Vect{(r})nen, (r¥)nen}-

3. a) Calculer a; et as.
b) Montrer que pour tout entier naturel n > 1, ani2 — qani1 — Pqa, = 0.
c¢) En déduire 'expression de a,, en fonction de 71 et 79 pour tout n > 1.
d) Donner un équivalent de a,, lorsque n tend vers I'infini.
4. Soit les matrices : A = (rl e —7’17"2) et X, = (a"+1>
1 0 an
a) Que vaut AX,, 7

b) Montrer 'existence d’une matrice D diagonale et d’une matrice @
inversible telles que : D = Q1 AQ.

c¢) En déduire I'expression de X,, en fonction des matrices Q,Q~ %, D, X,
et retrouver ’expression de a,, de la question 3.c.

o0
5. Calculer ) a,. Quelle est la signification du résultat ?
n=1
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Solution

1. La fonction f admet un minimum en % : f(%) = —q(% + %p) < 0. De

plus f(1) = p? > 0, f(—1) = 1 + ¢®> > 0. Le tableau de variations assure
I'unicité d’une solution dans | — 1, g[ et d’une solution dans ]%, 1]. La somme
est positive et le produit négatif, il y a donc une racine négative r; et une
racine positive ry, avec |ri| < |ra].

2. E est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel RY. On a ¢ € L(R?, E)
et Ker(6) = {(0)nen’-

Par le théoréeme du rang : dim(R?) = 0 + dim(E) = dim(E) = 2.

(r), et (r}), sont deux vecteurs non colinéaires de E, donc E =
Vect{(r1), (r3)}-

3.a) On a a; = p? et ay = qp?.

b) Pour tout n > 3, A, 2 est réalisé si et seulement si
— on a obtenu face au premier tirage, et a partir de ce moment, A, 1 est
réalisé ;
— ou bien on a obtenu pile au premier tirage, face au deuxieme tirage, et a
partir de ce moment, A,, est réalisé.
Par indépendance des résultats des lancers effectués :

an+2 = qan+41 + prqay,

c) 1l existe (a, B) € R? tel que Vn > 1: a, = ar} + Bri. Alors :

ary + fro = p? ¢ P
2 2 o€ 2
ary + fry = qp = _P
ro —T1
2
_ p n_ ,.n
Et pour tout n > 1, a,, = p—— (r5 2 ). 2
d)Ona0<|r| <|rleta, =—L r2big(1l—"L) ~ —P_pn
) r1] < |rel T ey g2 9( rS)(oo)rz—r12

4.a) Ona AX, = X, 11

b) Il existe X # 0 tel que AX = AX si et seulement si f(A\) = 0, donc les
valeurs propres sont r et rs.

On a E(,,) = Vect(uy) et E(,,) = Vect(uz) avec u; = (Tll) et Uy = (7”12>
La matrice A est diagonalisable et on a : D = P~'AP avec

(1 T2 1 -1
p_<1 1)etP _m_rl(l —ﬁ)

c¢) Par récurrence on montre : X,, = A" 1X; et A"~ = PD""1P~! dou:
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X, =PD"'1P71X; et :

an +1Y\ 1 T To r?_l 0 as
an Corg—r; \ 1 1 0 rg_l ai
2

En développant la seconde ligne, il vient : a, = — P - (ry —ri).
2 =11

2
5.0naP(T=n+1)=a, = —L— @} —r7).

T2 —"
Comme 0 < |r1|, |r2| < 1, les séries géométriques > r}" et > r convergent et
0 p2 00 " 1 00 " p2 1 1
o0
Yoa, =1
n=1

Il est donc quasi-certain d’obtenir au moins une fois deux «pile» consécutifs.

Exercice 4.11.

Soit E un espace vectoriel sur R, de dimension n (n > 2).
Pour tout endomorphisme f de E, on pose f° = Id, et pour tout entier

j21:fi=fiTlof.
On suppose que f n’est pas bijectif et on considere un entier naturel k
quelconque.
1. a) Vérifier que : Ker f* C Ker f**! et Im f**! C Im f*.
b) On pose a; = dim(Ker f¥). Montrer que la suite (az) est croissante.
2) a) Montrer qu’il existe un entier naturel p, supérieur ou égal a 1, tel que :
VEke[0,p—1],ar < a1 et ap = apiq
b) En déduire que Ker f? = Ker fPT1.
3. a) Montrer que pour tout entier k supérieur ou égal a p : Ker f* = Ker fP.
b) En déduire ’égalité E = Ker fP @ Im fP.

Solution
1. a) Soit = élément de Ker f*. Alors f*(x) = 0 entraine f*Ti(z) =
f(f* (@) = 0.
De méme si z € Im f*T1 il existe y € E tel que x = f*T1(y) = f*(f(2)).

b) En passant aux dimensions dans la relation Ker f* C Ker f**!, on
obtient ar < ag41.

2. a) La suite (ax) est formée d’entiers naturels et elle est croissante majorée
par n = dim E. Elle est donc stationnaire a partir d’'un moment (car elle
admet une limite et une suite d’entiers admettant une limite ne peut étre
que constante a partir d’'un moment).
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b) Ceci prouve qu’il existe un entier naturel p, supérieur ou égal a 1, tel
que a, = ap+1 et par inclusion Ker f, = Ker f,11.

3. a) Raisonnons par récurrence sur k.

e La propriété est acquise pour k = p.

e Si 'on suppose, pour un certain entier naturel k£ supérieur ou égal a p que
I'on a : Ker f* = Ker fP, alors on a :

z € Ker fF*! — f*(f(2)) =0 = f(z) € Ker f* = f(x) € ker fP
= fPTi(2) =0 = z € Ker fP™! = 1z € Ker fP.
On conclut par le principe de récurrence.
b) Soit z élément de Ker fP NIm fP. Alors fP(x) =0 et x = fP(y). Donc
fP(y)=0et x = fP(y) =0et z=0.
On conclut par le théoreme du rang.

Exercice 4.12.

1. Soit N une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P), a
valeurs dans N ; pour tout n € N, on note p, = P(N = n).

Soit X une variable aléatoire définie sur le méme espace et telle que, pour
tout n € N(Q2), la loi conditionnelle de X sachant (N = n) est la loi uniforme
sur [0,n].

a) Déterminer la loi de X.

b) Déterminer la loi de N — X.

2. Dans cette question, on suppose que pour tout n € N, on a p, =
2

(n+2)(n+3)
a) Déterminer trois réels a, b, ¢ tels que

2 _ _a b
el T g3 a1 a2

b) Déterminer la loi de X.

c) Les variables X et Y = 1/(X + 3) admettent-elles une espérance ? La
calculer le cas échéant.

c
n—+3

3. Dans un casino, une machine propose le jeu suivant : dans un premier
temps, la machine tire au hasard, avec remise, une carte dans un jeu
comportant une proportion 1 — ¢ = p € |0,1] d’As. On suppose les tirages
indépendants. La machine (qui mémorise les cartes tirées) s’arréte a la
premiere apparition d’un As.

Ensuite, la machine ajoute aux cartes déja tirées un joker, puis choisit au
hasard une carte parmi celles-ci. Si elle tire le joker, on ne gagne rien. Sinon,
on gagne une somme S égale au rang de sortie de la carte tirée (par exemple,
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si les tirages ont été successivement 3 O, 9 &, R &, A © et que le résultat
du jeu est R & (3-ieme carte tirée), on gagne 3 Euros.)

Quel est le prix minimum de la partie pour que le casino espere gagner de
I’argent 7 Que vaut ce prix pour un jeu classique de 52 cartes comportant
quatre As?

Solution
l.a) On a V(k,n) € N? :
PUX =N (¥ =) = {

Pnen)(X =k)P(N=n)=-Ln_ sik<n
0 sik>n
d’ou, d’apres la formule des probabilités totales :

P(X =k)= ZOP(N:,L)(X = k)P(N =n) = zk npfl

b) N — X prend ses valeurs dans N et pour k € N :

PIN-X=k =Y P(N=n)Nn(X=n—Fk)=Y Lo_—p(X=k)
=1 Sont+1
Ainsi N — X suit la méme loi que X.
PSS p 12 1
2. a) Par identification : CES S i B
b) D’otu, pour k € N :
m m+1 m+2 m+3
Pn l_2 l_|_ 1
ngk n+1 nzzk':—l—l n n:§+2 n n§+3 n
_ 1 T 2 2 1 1
“E+1 T E+2 F+2 mt2 mt2 T m+s

En passant la limite :

P S 1
P =N = T~ e - Gr DG+

eOna:kP(X =k) (N) %, donc X n’admet pas d’espérance.

e Par le théoreme de transfert et le calcul ci-dessus :

Blxis) = X g PX=n) = % (n+1)(nn1L2)(n+3) =1

3. Le casino, qui table sur un tres grand nombre de parties, raisonne en
moyenne : il est gagnant si et seulement si 'espérance du gain du joueur (en
tenant compte de la mise) est strictement négative. Le nombre de cartes tirées
est une variable aléatoire N, qui représente le temps d’attente du premier
succes dans un schéma de Bernoulli de probabilité de succes p (probabilité
de tirer un As), donc N < G(p) et Vn € N*p,, = pg"~ L.



BL 141

La machine tire ensuite au hasard une carte parmi les NV tirées précédemment,
qu’on peut numéroter de 1 a NV selon leur rang de sortie, et le joker, auquel
on peut attribuer le numéro 0. Le gain est alors toujours égal au rang de la
carte tirée, qui est une variable aléatoire X dont la loi conditionnelle a la
réalisation de (N = n) est la loi uniforme sur [0, n].

On est dans la situation de la question 1. Comme X et N — X suivent la
meme loi, elles ont méme espérance, et par linéarité de ’espérance :

2B(X) = E(X) + E(N - X) = E(N) — B(x) =20 _ w
Si la mise (le prix d’une partie) est M, I'espérance du gain du joueur est alors
E(X)— M, donc le casino gagne de 'argent si et seulement si E(X)— M < 0,

ie. M > L.
2p
Pour 4 As parmi 52 cartes, on a p = 54—2 = 1—13 et M > % = 6,50 (euros).



