4
Option B/L

Exercice 4.01.

Soit p un nombre réel tel que 0 < p < 1

2
Sur la planete €, les individus ne peuvent avoir que 0,1 ou 2 enfants, avec
les probabilités respectives 1 — 2p, p et p et ceci indépendamment les uns des
autres.

On considere un individu A et on veut étudier en fonction de p la probabilité
d’extinction de sa lignée.

On note X, le nombre aléatoire d’enfants de A, X5 le nombre aléatoire de ses
petits-enfants et, plus généralement pour tout n de N*, X,, le nombre aléatoire
de ses descendants a la n“"® génération.
1. Soit f la fonction définie sur [0, 1] par la relation : f(x) = pz?+px+(1—2p).
On considere la suite u = (uy)pen définie par :
up=0et Vn € Nyu,11 = f(uy)

Montrer que la suite u est convergente. Déterminer sa limite en fonction de
la valeur de p.
2. a) Déterminer la probabilité de I’événement (X; = 0).

b) Déterminer, pour n € N*, P(X,,+1 = 0) en fonction de P(X,, = 0).

c¢) Déterminer, en fonction de p, la probabilité d’extinction de la lignée de
A. Interprétation ?
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Solution

1. On a f'(x) = p(2z + 1), donc f est strictement croissante sur [0, 1] d’image
[1 — 2p, 1] contenue dans [0, 1]
Ceci prouve que la suite (u,) est bien définie, a valeurs dans [0, 1].
La croissance de f montre que (u,) est monotone et
w1 = flug) = (0) =1 —2p >0,
donc la suite u est croissante.

Croissante et majorée cette suite converge et sa limite ¢ est un point fixe de

f.

FUO) =0 = pl2 4 pl+1—2p =0 pl—1)(+2L=L)—pem =1
oul— L=2p
p
. 1 1—-2p 1 . .
* 9510 <p< 3 alors = -2+ v > 1 et la suite u converge vers 1 qui
est la seule limite acceptable.

* Si % <p< l, alors /1 = 1 _pr € 10, 1] et il faut faire attention. ..

Comme ug = 0 < ¢1, on a uy = f(ug) < f(¢1) = 1, ...et par récurrence la
suite u est croissante et majorée par f1, ce qui prouve qu’elle converge vers
lq.

2.a) P(X1=0)=1-2p.
b) Par la formule des probabilités totales :
P(X,41=0)=P(X; =0)+ P(X1 = 1)Px,=1)(Xnt41 = 0)
+P(X1 = 2)Px,=2)(Xn41 =0)
— Si on réalise (X; = 1), alors on prend un nouveau départ avec un enfant

unique et la descendance a la génération (n + 1) de A est de cardinal O si et
seulement si la descendance a la génération n de son fils est de cardinal 0.

Soit : P(Xlzl)(Xn-l-l = 0) = P(Xn = O)
— Si on réalise (X; = 2), alors on prend un nouveau départ avec deux enfants
et la descendance a la génération (n+1) de A est de cardinal O si et seulement
si la descendance a la génération n de chacun de ses fils est de cardinal 0. Soit
par décalage et indépendance : Px,—9)(Xp41 = 0) = [P(X,, = 0)]*.

¢) Ainsi P(X,,11 =0) = (1 —2p) + pP(X,, = 0) + pP(X,, = 0)?
Ainsi, en posant p, = P(X,, =0),onap; =1—-2p, et Vn=>1,p,11 = f(pn)-
Par conséquent p,, = u,, et :

%, lim P(X,, =0) =1 :il est quasi-certain que la lignée de A
n—oo
s’éteindra un jour ou l'autre.

—Si0<p<
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.1 . o 1 —=2p
—>Sl3<p,nh_>rr;oP(Xn—O)— n

< 1 :1il se peut que la lignée s’éteigne
mais ce n’est pas sur !

(On peut remarquer que l'espérance du nombre d’enfants d’un individu
quelconque est 3p, on peut donc interpréter le phénomene en termes de

position par rapport a 1 de l'espérance du nombre d’enfants de chaque
individu. .. )

Exercice 4.02.

Soit (Xk)k>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi
normale A(0, 1) définies sur ’espace probabilisé (2, B, P). Pour tout n de N*,

n

on pose S, = Y Xp.
k=1

1. a) Donner la loi de U,, = %

b) Soit § € R* . A 'aide de 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev déterminer
lim P(|22] > 5).
n

n— o0

+o0
2. a) Montrer que pour § > 0, P(‘%} > 5) = ,/2?”/ et /2 g4
é

b) Montrer que pour 6 > 0 :

+oo
P(|22] > 8) = /2 et /2 [ omu/C@memud gy,
n nm 0
+oo

+oo
c) Déterminer la limite : lim (/ e du — / e_”Q/(Z")e_“‘Sdu).
0 0

n—oo
d) En déduire un équivalent de P(‘ %| > 5), lorsque n tend vers 'infini.

3. Comparer les résultats obtenus dans les questions 1. b) et 2. d).

Solution

1. a) On sait que S, suit la loi N (0,n) et % suit la loi N(0, %) (ne pas
oublier que — dans le programme — le deuxiéme parametre est la variance).
b) Par 'inégalité de Bienaymé-Tchebichef :

P(|%\ > §) < VOn/m) _ 1

52 = > 0

nd? n—oo

2. a) Comme % suit la loi normale N (0,1/n), on peut écrire :

S, T e
P(\7|>5):21/%/6 e /2t
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b) Le changement de variable affine u = ¢ — § donne

+oo
P(|52] > 6) = [ Ze o2 /O e~/ (B gy

c¢) On écrit :

“+o0 +oo ) +oo )
/ e~ "dy — / e~ u /(2n)g—ud gy — / e (1 —e /M) du
0 0 0

1 +oo
< 2,—ud
< 55 ; ue”"du

~% < x. La positivité étant évidente, la limite

car pour tout x > 0 : 1 —e
cherchée est donc nulle.

d) Par la question précédente, lorsque n tend vers +oo :

S, (2 nise [ [ e
P(}7|>5)~ %e 5/2/0 e Wy = %GT

3. On remarque que 1’équivalent obtenu en 2.d) tend vers 0 beaucoup plus
rapidement que la majoration obtenue dans la question 1.b) par I'inégalité de
Tchebicheft.

Exercice 4.03.

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n. On note L(E) 'ensemble
des endomorphismes de F, et pour tout f € L(E), et pour tout k € N*,
fF=fofo---of, (k termes dans la composition).

Soit f € L(FE). On dit que f est une homothétie, lorsqu’il existe A\ € K, tel
que pour tout x € E, f(x) = Ax.

1. Dans cette question, on suppose n = 2.

a) On suppose que f n’est pas une homothétie. Montrer qu’il existe x dans
E tel que (z, f(x)) soit une base de E. Quelle est la forme de la matrice de f
dans cette base ?

b) Soit C(f) = {g € L(E),gof = fog}. Vérifier que C(f) est un sous-espace
vectoriel de L(FE).

c) Si f est une homothétie. Montrer que C(f) = L(F) et déterminer sa
dimension.

d) Si f n’est pas une homothétie.

i) Montrer que pour tout g € C(f), il existe (a,3) € K2, tel que
g=oaldg + Bf.
ii) En déduire que C(f) est de dimension 2.

e) Montrer que (Idg, f, f?) est une famille liée dans L(E).
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2. Dans cette question, on suppose n = 3. Soit f € L(E) tel que f3 = 0 et
f2#0.
a) Montrer qu’il existe = € E, tel que (z, f(), f2(x)) est une base de E.

b) Montrer que g € L(E) commute avec f si et seulement si g €
Vect(Idg, f, f?).

Solution
1. a) Raisonnons par contraposée.
Supposons que, pour tout = € E, la famille (z, f(x)) est liée.

Choisissons (e1,e2) une base de E. Il existe donc deux scalaires A, et A,
tels que f(e1) = Ae,e1 et f(ea) = Ae,e2. De méme, comme E est un
espace vectoriel, e; + ea € E, donc, il existe un scalaire A, 4., tel que
flen+e2) = ey yey (€1 + €2).

Or par linéarité de f, on a aussi, f(e; +e2) = f(e1) + f(e2) = Aeye1 + Ae, 2.
Puisque (e1, e2) est une base, par unicité de I’écriture d’un vecteur dans une
base, on en déduit que 'on a A¢, e, = Aoy = Aey (= A). Ainsi M(¢, e\ (f) =

(8 2) et f est ’homothétie de rapport .

On en déduit que si f n’est pas une homothétie, il existe x € E tel que la
famille (z, f(x)) soit libre, donc une base de E, puisque dim(F) = 2.

Dans cette base, la matrice de f est de la forme <(1) Z), ou a et b sont des

scalaires.
b) Puisque C(f) est le noyau de 'application linéaire
L(E) = L(E),g—gof—fouy,
c’est un sous-espace vectoriel de L(E).
¢) Si f est une homothétie, clairement C(f) = L(E), et donc dim(C(f)) = 4.

d) i) Soit g € C(f). Puisque (z, f(x)) est une base de E, donc une famille
génératrice, on peut trouver deux scalaires « et 3 tels que g(z) = az+ 5f(x).
On considere I'endomorphisme de E, h = aldg + ff. Comme C(f) est un
espace vectoriel, h € C(f). De plus, g(x) = h(x), donc g(f(z)) = f(h(x))
et ainsi, g(f(x)) = h(f(x)). Les deux applications linéaires g et h sont alors
égales sur la base (z, f(x)) donc on a : g = aldg + Bf € Vect(Id, f).

ii) Réciproquement, toute combinaison de Id et f commute avec f.

Ainsi, C(f) = Vect(Id, f) est de dimension 2, car f n’étant pas une ho-
mothétie, la famille (Idg, f) est libre.
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e) Le cas ou f est une homothétie est évident. Si f n’est pas une homothétie,
on remarque que f? € C(f), tout comme Idg et f. L’espace vectoriel C(f)
étant de dimension 2, la famille (Idg, f, f?) est donc liée.

2. a) Puisque f2? # 0, il existe donc x € E tel que f?(z) # 0.
Soient Ag, A1, Aa trois scalaires de K tels que Aoz + A1 f(x) + X2 f2(x) = 0.
En appliquant f? & cette derniere relation on en déduit

Mo =0et A\ f(z) + Xaf?(z) = 0.
En appliquant alors f, on en déduit que A\; = 0 et Ao f%(x) = 0, puis Ay = 0.
Ainsi, (z, f(x), f?(x)) est une famille libre de E.
Or dim(E) = 3, on a donc : (z, f(z), f?(z)) est une base de E.

b) Soit g un endomorphisme de E qui commute avec f.

On pose g(z) = az-+AF(2)+f2(x). Tl vient que g(f(x)) = af (2)+B2(), et
g(f?(z)) = af?(x). En considérant ’'endomorphisme h = aldg +Bf+~f?, on
en déduit comme dans la premiere partie que g = h, donc g € Vect(Idg, f, f?).

De plus, f commutant avec tout élément de Vect(Idg, f, f?), on conclut :

C(f) = Vect(Idg, f, f*)

Exercice 4.04.

Une urne contient des boules vertes et des boules blanches indiscernables au
toucher. La proportion de boules vertes est p, avec 0 < p < 1. On effectue une
succession indéfinie de tirages d’une boule de cette urne, les tirages ayant lieu
avec remise.

1. On note V (respectivement B) le nombre aléatoire de tirages justes
nécessaires pour obtenir la premiere boule verte (respectivement blanche).

a) Quelles sont les lois respectives de V et B 7

b) Les variables aléatoires V' et B sont-elles indépendantes 7

2. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de tirages a partir du premier
amenant le méme résultat que le premier résultat et Y la variable aléatoire
égale au nombre de tirages amenant alors le résultat contraire.
Par exemple, et avec des notations évidentes, si on obtient la succession de
résultats VVVV BBV ..., on réalise 'événement (X = 4) et 1’événement
(Y =2).

a) Déterminer la loi de X. Montrer que X admet une espérance que 1’on cal-
culera. Quand cette espérance est-elle minimale ? Admet-elle un maximum ?

b) Déterminer la loi de Y. Montrer que Y admet une espérance que 1’on
calculera.
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c¢) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

Solution

1. a) V suit la loi géométrique de parametre p et B la loi géométrique de
parametre ¢ = 1 — p.

b) P(V=1)Nn(B=1)) =0%# pqg =PV =1)P(B = 1), les variables
aléatoires V' et B ne sont pas indépendantes.
2. a) X prend ses valeurs dans N* et, avec des notations évidentes :
P(X=k)=P(WVVo...VixBry1UB1Bs...BpVii1)
Soit, par incompatibilité et indépendance :
Vk e N* P(X = k) =piq+q°p

La convergence des séries rencontrées étant connue, X admet une espérance,
et :

E(X)= Y k(*q+q"p) =pg 3. (kp* ' + k") =pg(L + &) =2+ L.
k=1 k=1 q P q p
— On a lim E(X) = lim E(X) = +o0o0 donc 'espérance n’a pas de maximum.

p—0 p—1

— Ona FE(X) = 1£p—|— 1;}9 = ¢(p) et ¢’'(p) = ﬁ, ce qui montre

que ’espérance est minimale pour p = 5
b) En procédant comme en 2. a), pour tout (i,7) € (N*)? :
+P(Bl .. BZ'VvH_l .. Vti—}—jBi—l—j—Fl)
Soit :
P(X=i)n Y =j)=p'dp+a'pg=p"'¢ +qp
Et, en écrivant dans la marge :

w . . . . . .
VjieN" PY =j)=> @*¢p '+ ¢t = PQ‘J]X% + q2p”zl9
=1

— 2.5—1 2,5—1
=P +qp
A nouveau les séries rencontrées sont réputées convergentes, donc Y admet
une espérance, et :

E(Y) = le(pij’l +¢*p’ ) =p2xé +‘12Xq_12 —?
j:

c)Ona: P((X =1)n(Y =1)) = p’¢+¢°p = pg, P(X = 1) = 2pq,
PY =1)=p*+¢ =1-2pq.
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* Si X et Y sont indépendantes, alors pg = 2pq(1 — 2pq), soit pg = i ou
encore p — p? = %, i.e. p= %

*Slp—q—% alors :

P((X =)0 (Y = j) = ()™, P(X =) = (
X et Y sont 1ndependantes.

)i et P(Y = j) = (5)7, donc

DNO|—
DNO[—

X et Y indépendantes < p =

DNO[—

Exercice 4.05.
Soit (an), (bn), (cn), (dn), (en), (fn), (gn), (hpn), (kn) des suites réelles.

an  bn  cp
Pour tout entier naturel n, on pose M,, = | d, e, fn
Dire que la suite de matrices (M,), converge signifie que les neuf suites
précédentes convergent et si 'on appelle a, b, c,d, e, f,g,h, et k leurs limites

a b c
respectives, on appelle M = | d e f | la limite de (M,),.
g h k
0. Soit P € M3(R). Montrer que lim PM, = PM et li_)rn M, P=MP.
n—oo n (e @]

On considere les deux matrices suivantes :

1 -1 0 0 0 1
A=1-1 1 O0|leeB=|0 0 -1
0 0 2 1 -1 -1

Pour tous réels a et b, on pose M, , = aA+bB et on note £ = {M,p; (a,b) €
R2}.

1. Montrer que E est un R-espace vectoriel dont on déterminera la dimension.

2. a) Exprimer A%, AB, BA, B? comme combinaisons linéaires de A et de B.

b) Montrer que le produit de deux matrices de F est encore une matrice de
FE et que la multiplication dans E est commutative.

3. a) Montrer que : B3+ B2 — 2B = 0.
b) Montrer que B est diagonalisable.
c) Montrer que tout vecteur propre de B est un vecteur propre de A.

d) La matrice A est-elle diagonalisable 7

4. Soit M, une matrice de E.
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a) Déterminer les valeurs propres de la matrice M, ; en fonction de a et b.
La matrice M, ; est-elle diagonalisable ?

b) Existe-t-il des matrices de F inversibles 7

n

_ 1
5. Pour tout n de N, on pose S,, = k:z::O H(

converge et déterminer les valeurs propres de la limite S de (S,,).

M, )%, Montrer que la suite (S,,)

Solution

0. Clair.

1. E est le sous-espace de M3(R) engendré par A et B. Comme A et B sont
non proportionnelles, (A, B) est une base de E qui est donc de dimension 2.
2. a) On trouve A2 =2A,B> = A - B, AB= BA =2B.

b) Grace aux calculs précédents :
My px Mg = (2ac+ bd)A + (2ad + 2bc — bd) B
M axMyp = (2ca + db)A + (2¢b + 2da — db) B

Ainsi F est stable par multiplication, et la multiplication dans F est commu-
tative
3. a) On sait que : B2 = A — B, donc B> = BA— B?> =3B — A. D'ou :
B3+B?-2B=3B—-A+A—-B-2B=0
b) Soit A une valeur propre de B et X un vecteur propre associé. On a :
0=(B3>+B?-2B)X = (M + X2 -2\)X =0et
AA—=1)(A+2) =0 (car X #0)

Par ailleurs, on trouve :

1 1 1
Ey(B)=Vect | 1 |, E1(B)=Vect | —1 |, E_3(B) = Vect | —1
0 1 —2

Donc B a bien trois valeurs propres et est diagonalisable.

c) On a A= B? + B, donc :
BX = )X = AX =N+ )X

Les vecteurs propres de B sont donc bien vecteurs propres de A.

d) Ainsi A est diagonalisable avec la méme matrice de passage P diago-
nalisante et on peut méme préciser en suivant le calcul des valeurs propres
associées :

1 1 1
A=PDP !t avecP= |1 —1 —1] et D =diag(0,2,2).
0o 1 =2
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4. a) M, = aA+bB = aPdiag(0,2,2)P~! + bP diag(0,1,—2)P~!
Ainsi : M, , = Pdiag(0,2a + b,2a — 2b) P~
Ce qui prouve que M, ; est diagonalisable.

b) M, n’est jamais inversible car 0 est valeur propre de M, .

5.5, = kz—:o %(Ma,b)k’ = Pdiag(uy,, vn, wn)P_1

n k n _ k
avec U, = 1, v, = > Metwn: > M,domc:
k=0 k! k=0 k!
lim S, = Pdiag(l,e?¢t? e20-20)p-1

n—oo
et le spectre est en évidence.

Exercice 4.06.

André dispose d’une piece de monnaie biaisée qui donne Pile avec la proba-
bilité p € ]0, 1[. Durant ses congés a Tambov, il décide de passer ses journées
a visiter les 3 musées principaux de la ville que nous numéroterons musée 1,
musée 2 et musée 3. A partir du deuxiéme jour, chaque matin, André décide
de son programme de la journée en fonction de son programme de la veille et
en lancant sa piece de monnaie. Il suit la procédure suivante :

* Si, la veille, il a visité le musée 1 et la piece est tombée sur Pile, il poursuit
sa visite du musée 1. Sinon, il visite le musée 3.
* Si, la veille, il a visité le musée 2 et la piece est tombée sur Pile, il poursuit
sa visite du musée 2. Sinon, il visite le musée 1.
* Si, la veille, il a visité le musée 3 et la piece est tombée sur Pile, il poursuit
sa visite du musée 3. Sinon, il visite le musée 2.

L’expérience est modélisée par un espace probabilisé (€2, A, P).

Pour tout entier naturel n non nul , on note X,, le numéro du musée visité
par André le jour n.

Enfin, on suppose donnés des réels a,b,c tels que P(X; = 1) = a, P(X; =
2) =bet P(X; =3) =c, avec a, b, ¢ positifs ou nuls et de somme égale a 1.

P(X,=1)
Pour tout entier naturel non nul n, on pose U, = | P(X, = 2)
P(X, = 3)

1. Déterminer une matrice M, telle que pour tout n € N*, U,,41 = MU,,.

2. On pose J =

_— O O
o O =
o = O
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Déterminer les valeurs propres et les vecteurs colonnes propres de J. En
déduire que M est diagonalisable et préciser une matrice inversible P et une
matrice diagonale D telles que M = PDP~1.

3. Montrer qu’il existe un triplet (a, b, ¢) et un seul, que 'on déterminera, tel
que la loi de X,, ne dépende pas de n.

4. Dans le cas général, que dire des suites (P(X,, = 1))pen+, (P(X), = 2))nen-
(P(X,, = 3))nen+ lorsque n tend vers l'infini ?

Solution

1. D’apres I’algorithme choisi et la formule des probabilités totales :
P(Xnt1=1) =pP(X,, =1) +¢P(X, =2)
P(Xn1 = 2) = pP(Xn = 2) + ¢P(X, = 3)
P(X,41=3)=pP(X, =3)+q¢P(X, =1).

p q O
Ainsi: Upy1=10 p q | U,.
q 0 p

2. La résolution du systeme JV = AV, avec A € C et V € M3 1(C) est
classique :

1 J
on trouve : specJ = {1,4,j%} et E1(J) = Vect | 1 |, E;(J) = Vect | j* | et
1 1
j2
E;2(J) = Vect | j
1

IV &
Ainsi J = PDP~ ! avec: P= |1 352 j | et D=diag(l,j,j?).

1 1 1
On remarque que M = pl3 + qJ, donc M est diagonalisable via la méme

matrice P de changement de base et M = PAP™! avec A = diag(1l,p +
aj,p + q5°)-

a

3. Soit (a,b,c) satisfaisant les conditions de ’énoncé. Alors, [ b | est un
c

vecteur colonne propre de M associé a la valeur propre 1. Or, comme ¢q # 0,

1
cet espace est de dimension 1 et est engendré par le vecteur | 1
1
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Comme, de plus, a+b+c = 1, alors I'unique vecteur satisfaisant les conditions

$(1,1,1),

de I’énoncé est le vecteur
4.0n a :

U, = M"~'U; = PA"'P~'U; = Pdiag(L, (p+ ¢j)" %, (p + ¢j*)" 1) P~ 1T,
On a |p+ qj| < |p| +1q|lj]l < p+ ¢ =1 et il ne peut y avoir égalité dans
cette inégalité triangulaire que si p et (1 — p)j sont positivement liés, ce qui
est absurde car p € ]0,1[. Ainsi [p+ ¢j| <1 et de méme [p+ ¢j%| < 1

(on peut aussi faire le calcul de ces modules ... ).

Ceci prouve que U, a une limite lorsque n tend vers I'infini, cette limite étant
P diag(1,0,0)P~1U;.

On peut alors conclure en calculant P!, mais on peut se dispenser aussi de
ce calcul, car sachant qu’il y a une limite L, la relation U,4+; = MU, donne
L =ML et donc L (c’est une colonne!) est la solution de la question 3.

Les trois suites convergent vers %

Exercice 4.07.

n!
Pour tout a > 0 et tout n € N, on pose ay, (o) = ———.

n

[T (a+ k)

k=0
1. Montrer que la suite (a,(a))nen est strictement monotone.

2. Montrer que la suite (a,(a)),en est convergente. On note £ sa limite.

3. Déterminer la nature de la série > [In(an+1()) — In(a,(«))]. En déduire
n>0
que ¢ = 0.

4. Pour tout a > 0, soit X, une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle
de parametre a.. On pose Y, = 1 — e~ Xe,

a) Pour tout n € N, montrer que Y, admet un moment d’ordre n, noté
my (o) = E(Y).

b) Trouver une relation simple entre m,, (a4 1) et my41(«).

c¢) Prouver que m,(a) = aa,(a).

5. Montrer que, pour « > 2, la série > a,(«) est convergente.
n>0

Solution

1. La suite (a,(@))nen est strictement décroissante car a,(a) > 0 et

ant1(@) _ _n+1
an(a) a+n+1 '




BL 141

2. La suite (ay(a))nen est décroissante et minorée par 0 donc convergente.

3.0n a:

In(an41(e)) —In(a, (@) =1In (#—;—L—ll—l) =In (1 — ﬁ) (;;) — <

Par théoreme de comparaison avec la série harmonique (de signe fixe) la
série diverge. Comme c’est une série a termes négatifs, ses sommes partielles
In(a, () — In(ag(a) tendent vers —oo, d’ou, par passage a la limite dans
an(a) = eman(@) ona: ¢ =0,

87

4. a) Par théoreme de transfert cela revient a montrer la convergence absolue
(mais ici tout est positif) de 'intégrale /Jrooae_o‘t(l - e_t)n dt.
Ici la convergence résulte du théoreme d(ze comparaison car : 0 < ae” (1 —
e )" <ae et /+Ooae_°‘t dt converge.

0

b) Par intégration par parties (préparée en écrivant e~ (@+t1Dt = e=ate=1t),

pour tout A > 0, on a :

) —t\n+1
/0 (a+1e e (1 —e )] dt = [(O‘ + Deﬂt%]j
A —t\n+1

Enfaisant tendre A vers +o0o on obtient :

(0t 1) = &b qimn i (a)

¢) On montre par récurrence sur n > 0 la relation : Va > 0,m,(a) =
aan(a).

— mo(a) = E(1) =1 et ap(a) = é donc c’est bien parti.

— L’hérédité est claire car m,(a + 1) = g—_—Hm"H(O‘) et ap(a+1) =
nLHanH(a).

D’ou la conclusion.

5. Pour a > 2, d’apres la relation de récurrence et d’apres la question 1, on
a:

—1 — 2 —1
0<ay(a)= g—_'_lanﬂ(a —-1)= g_'_ ng_'_ 1an+2(04 —2) = o(1/n?),

car apyo(a —2) — 0 (question 3). D’ou le résultat par théoreme de

n—00
comparalson sur les séries.

Exercice 4.08.

Soit (ay)n>0 une suite réelle et (b, ),>0 une suite complexe.
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Pour tout n > 0, on note :
n

n
S, = ZakbketBn: Zbk

k=0 k=0
1. Démontrer que pour tout n > 1 :

n—1

Sn = Y (ar — ap41)Br + an By,
k=0
2. On suppose dans cette question que la suite (B, )nen est bornée et que la
suite (a,)nen est décroissante de limite nulle.

a) Montrer que la série de terme général (ar — ax11) est convergente.

b) En déduire que la série > a,b,, est convergente.
n>0

3. Applications.

a) Soit a > 0. Quelle est la nature de la série =07 7

«
n>1 TN

n .
b) Soit 6 € ]0,7] et o > 0. Calculer pour tout n > 1, > 9,
k=
En déduire la nature des séries ) M et SO 2 29)
n>1 T n>1 TN

6 € 10, w]. Retrouver le résultat de la question 3. a).

Uy

, pour a > 0 et

Solution
1. Bien évidemment b, = By — Bi_1 qui reste vérifié pour by en posant
B_1=0.

On a alors, pour tout n € N* :
n

Sp= > apby = > ar(Br — Bp—1) = >_ axBr — > axBi—1
k=0 —

k=0 k=0 k=0
n n—1 n—1
= >, axBr — Y ar1Br = ) (ag — agy1)Bi + a,n By,
k=0 k=0 k=0
n—1
2.a)Onapourn>1: > (ax —axr1) = ag — ay, de limite ag lorsqu n tend
k=0

vers I'infini : ceci montre que la série Y (ap — agy1) converge.

b) Soit M tel que Vn € N,|B,| < M. La série de terme général (ar —
ax+1) By est absolument convergente, puisque |(ar—ak+1)Bg| < M(agr—ag+1).
La suite (a,By,) tend vers 0. Ainsi la suite (.5,,) est-elle la somme d’une suite
convergente vers 0 et la somme partielle d'une série absolument convergente :
la suite (S,,) admet une limite lorsque n tend vers +oc.
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3. a) Ici, la suite (1/n®%),, est décroissante vers 0 (car a > 0) et si b, = (—1)",

, . -n" .. R
alors |B,| < 1. La série ) % converge. Cette série est méme absolument
n>1
convergente des que a > 1.

ind N kD 91 — e'm?
b) Avec b, =e"™ ona: B, = ) e =¢ 7 et
k=1 l—e
Bl< 2 _
| nl = ’1 _ ewl
La suite (1/n®),, est décroissante de limite nulle (car o > 0). On en conclut
inf i
que la série Y &— converge, donc que les séries > M et > sin(nf)
n>1 T n>1 N n>1 N

convergent.

«

On retrouve le résultat de la question précédente lorsque 6 = .

Exercice 4.09.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur le méme espace
probabilisé (2, A, P).

On effectue des tirages au hasard dans une urne contenant n boules
numérotées de 1 a n, avec n > 2.

Un tirage consiste a extraire une boule de 'urne, la boule tirée étant ensuite
remise dans 'urne. On note N la variable aléatoire égale au numéro du tirage
a lissue duquel, pour la premiere fois, on a obtenu une boule déja obtenue
auparavant.

1. Déterminer N (£2).
2. Pour tout k de [1,n], calculer P(N > k). En déduire la loi de N.

3. Montrer que E(N) = > P(N > k).
k=0

0 six <0
4. Soit F;, la fonction définie sur R par : F,(z) = {

-1+ L)%™ siz>0
a) Montrer que F;, est la fonction de répartition d’une variable aléatoire T,
a densité.

b) Montrer que 7T;, a une espérance et I’exprimer en fonction de E(N).

Solution

1. Il faut faire au moins deux tirages pour obtenir une boule déja tirée et,
au pire, on peut obtenir n numéros distincts lors des n premiers tirages et
le (n + 1)-éme donnera a coup stur un numéro déja obtenu auparavant. Les
valeurs intermédiaires étant toutes possibles, on a : N(Q) = [2,n + 1].
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2. L’événement [N > k| est «au cours des k premiers tirages, on a obtenu des
numéros tous distincts ».

Il y a donc n fagons de choisir la premiere boule, puis (n — 1) fagons de choisir
la deuxieme, ..., puis enfin (n—k+1) facons de choisir la k-eme, ce qui fait en
tout n(n —1)---(n — k + 1) cas favorables a la réalisation de cet événement.
Comme le nombre de cas possibles en k tirages est n* (nombre de k-listes
d’éléments choisis dans [1,n]), on a :

Ak 0 Sik;>7l+-1
P(N > k) ="p = —(n_n]i)!nk sSi0<k<n

On écrit alors :
P(N >k—1)=P(N =k)+P(N >k)et PIN=k)=P(N >k—1)—P(N >
k)

Donc :
f)fV::k::: n! o nJ — n! . -—k 1
( e Py S Sl ey Tl oy i § T Ul G i)
__ni(k—1)
(n—k+1)nf

(cette formule finale est valable pour & =1 et aussi pour k =n+ 1)

3. Résultat classique : il suffit d’écrire :

n+1 n+1
E(N)= > kP(N=k)= >, kP(N=k)= > k(P(N >k—1)—P(N > k))
k=2 k=2

k>2
On «coupe» la somme en deux et par décalage de 'indice dans la premiere
somme, on obtient le résultat.
4. a) Vérifions les points caractérisant la fonction de répartition d’une variable
aléatoire a densité :

— La fonction F,, admet une limite nulle en —oco (évident) et égale a 1 en
+00 (croissances comparées).

— La fonction F), est continue sur R (on a bien raccordé en 0). Elle est de
classe C!, sauf peut étre en 0, et croissante, car pour tout > 0, on a :

fa(@) = F(@) = (1+ Z)re® — (14 L)n—leme = L(1 4 L)l 5 0

b) Pour tout réel A positif, a I'aide d’une intégration par parties, il vient
A A
[t = w0 - I+ [0 )
0 0

+oo
Or Alir_{l A(1 — F,,(A)) = 0 (croissances comparées) et / (1 — F,(t))dt
— 100 0

converge puisqu’au voisinage de +00, on a 1 — F,(t) ~ %t”e_t. Finalement :
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E(T) = 3 ot = BOV)

Exercice 4.10.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Un endomorphisme v de FE

est appelé un projecteur lorsque u? = uou = u.

Soit p et ¢ deux projecteurs tels que poq = gop. On pose f = p+qet g = pogq
1. Montrer que les valeurs propres éventuelles d’un projecteur appartiennent
a {0,1}.

2. Montrer que g est un projecteur.

3. a) Montrer que si x est un vecteur propre associé a la valeur propre A

de f, alors x est un vecteur propre de g et déterminer la valeur propre
correspondante.

b) Quelles sont les valeurs propres possibles de f? Montrer que —1 n’est
pas valeur propre de f.
4. a) Montrer que 0 est valeur propre de f si et seulement si Ker pnKer ¢ # {0}.
b) Montrer que 2 est valeur propre de f si et seulement si Im pNImgq # {0}.

Solution

1. Soit p un projecteur, a une valeur propre de p et x un vecteur propre associé

a la valeur propre a.

pop(z) =p(r) <= a*z =axr <= ala— 1)z =0 < ala— 1) = 0 car z # 0.

Donca=0oua=1.

20na:gog=(pog)o(pog)=(qop)o(pog)=qo(pop)og=qopogq
=(qoq)op=qop=g.

3. a) Soit A une valeur propre de f et x un vecteur propre associé a la valeur

propre A. On a : f(z) = Az = p(x) + q(z)

De plus f2(x) = N2z = p*(x) + ¢*(x) + 2p o q(x) car p et ¢ commutent.

Donc : A2z = p(x) + q(z) + 2g9(x) = \x + 2¢g(x).
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AN — 1)
2

x et comme z est non nul, on conclut.

AN — 1) AN — 1)

b) Or g est un projecteur, donc — s = 0 ou 5
équivaut a A € {—1,0,1,2}.
Supposons que —1 est une valeur propre de f. Soit x un vecteur propre associé
a la valeur propre —1.

f@)=-z = fa)=2 = f(x)+29() =2 = g(z) ==

Donc g(z) =

= 1 ce qui

Mais f(x) = —z s’écrit p(x) + q(z) = —x, d’ott g o p(x) + q(z) = —q(x), soit
g(z) = —2q(x) et donc x = —2q(x).
Ainsi —% serait valeur propre de g ce qui n’est pas raisonnable. Donc :
spec(f) € {0,1,2}

4. a) x Si Kerp N Kerq # {0}. Soit x € Kerp N Kerq avec x # 0. Alors
p(z) =q(z) =0et f(z) =0. Donc z € Ker f et Ker f # {0}.
* Si 0 est valeur propre de f, alors il existe x # 0 tel que f(z) = 0 et donc
g(z) = 0, d’apres 3. De plus, p(z) + q(x) = 0, donc en appliquant p, on a
p(x) + g(x) = 0 et donc p(x) = 0. On a donc également g(x) = 0, d’ou
x € Kerp N Kerq et KerpnKerq # {0}.

0 € spec f <= KerpnKerq # {0}

b) * Si 2 est valeur propre de f, alors il existe x # 0 tel que f(z) = 2x et
donc g(x) = x, d’apres 3. Donc pogq(z) = qgop(x) = x et x € Imp NImg.
D’otu Imp NImq # {0}.

* Si ImpNImgq # {0}, soit y € ImpNImgq tel que y # 0. Il existe = et 2’ dans

E tels que y = p(x) et y = q(z'). Alors f(y) = p(y) +q(y) = p*(z) + ¢*(2') =
p(x) 4+ q(z’) = 2y. Ainsi y est vecteur propre de f associé a la valeur propre
2.

2 e spec f <= ImpNImgq # {0}

Exercice 4.11.

Soit a un réel. On note E, 'espace vectoriel des suites u = (u,,),, de nombres
réels vérifiant :

Vn > 0,upre = (14 a)upyr — auy,

1. Montrer que ¢ : E, — R? (u,)nen — (ug,u1) est un isomorphisme. En
déduire la dimension de F,,.

2. Dans cette question, on suppose a # 1. Soit la matrice :

=% ato)
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a) Montrer que la matrice A est diagonalisable et en déduire A™ pour n € N.

b) Pour n > 0, on définit le vecteur colonne : X, = (uu” ) Exprimer
n+1

X,+1 en fonction de A et X, puis X,, en fonction de A™ et Xy. En déduire
I’expression de u,,.

3. Déterminer u,, en fonction de ug et u; dans le cas a = 1.

4. Décrire en fonction de a ’ensemble F,, constitué des suites bornées de E,,.

1
—a+(1+a)r—=z
a) Montrer que pour tout z # 1,2 # a, on a :
(—a+(1+a)z—22)f(x)+ (n(l+a—22)f*D(x) —nn—-1)f"2(z) =0

5. Soit la fonction : f : x +—

3 -

(n)
b) Pour a # 0, montrer que la suite n +— u, = % appartient a Fy/,
et en déduire f(™(0).

Solution
1. La linéarité de ¢ est claire.

Soit (a,b) € R2. La relation de récurrence montre qu’il existe une suite et une
seule dans F, telle que up = a et u; = b, donc ¢ est un isomorphisme de E,
sur R?. Donc dim E, = 2.

2. a) Avec X = (x) :

Y
Y=z — y=A\x
—ar+ (1+a)y =Xy M -QQ+a)rA+a)z=0

Les valeurs propres de A sont donc 1 et a et : Fy, = Vect ( i > , B, = Vect (i)

AX:AX<:>{

A est diagonalisable et : A = PDP~! avec :

(1 1 11 —a 1 (1 0
(i) e (3 L) d)
o an _ prnp_q 1 a(l—a™ 1) a" -1
d’ou: A" = PD"P 1_—(1—1 a(l—a™) -1
ou si on préfere la forme polynomiale :
qn— (e +at-+a"?) (I+at--+a"
—a(l+a+---+a" ') (Q1+a+---+a")
¢) Comme d’habitude : X,, = A" Xy, d’ou :

_ 1 _n n __ _ GUup —ug nU] — Ug
u”_a—1(<a a™)ug + (a Duy) = ] +a —
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3. Si a =1, la relation de récurrence devient ;19 — Upt1 = Un+1 — U, €t la
suite u est arithmétique de premier terme ug et de raison u; — ug.
Ainsi : Vn € Nyu, = up + n(u; — up)

4. Notons que F, contient la suite nulle et est stable par combinaison linéaire :
c’est un sous-espace vectoriel de F,,.

*Sia=1":u, =n(up —ug)+ up est bornée si et seulement si u; = ug, F;
est donc ’ensemble des suites constantes.

* Si |a| > 1 (uy,), est bornée si et seulement si ug = uq, on a alors Vn, u, = ug
et F, est I’ensemble des suites constantes.

* S |a| < 1, alors F,, = E,.

5. Le dénominateur de f s’annule pour z =1 et z =a («et» sia# 1!), et la
fonction f est de classe C*>° sur R privé des poles.

Soit z # 1,x # a.
On a :
(—a+ (1+a)r —2?)xf(x)=1
et, par la formule de Leibniz, ou par récurrence, pour tout n > 2 :
n

(6‘) (—a+ (1+a)z—a2) f™ (@) + (1)(1+a—2x)xf("1)(:ﬁ)+ (g‘) (=2) 2 () = 0

En remplacant les coefficients binomiaux par leurs valeurs, on obtient le
résultat demandé.

En particulier, au point 0 (puisque 'on suppose a # 0) :
—af™(0) +n(l+a)f*D(0) —n(n—1)f"=2(0) =0
Soit, en divisant par n! et en posant u,, = %f(”)(O) :
—auy + (1 4+ a)up—1 — Up—2 =0
Ce qui s’écrit encore : Vn > 2, u, = (1 + %)un_l — %un_z

et la suite u appartient a Fy /,.

Avec f(z) = 1 - et fl(z) = — l+a—2g 77 il

—a+ (1+a)r— (—a+(1+a)xr—x
vient :
uo = f(0) = —% et u; = fI(O) = —1;——261, d’ou en reportant dans ’expression
de u,, :
*Sia=1, u, =up+n(ug —uy) =—-1—n.

*Sia#1,u, = uol—_cgm -+ anl—l xui — ZO et il suffit de remplacer.

Exercice 4.12.
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Soit f la fonction définie sur R par : f(z) =z — z%.

1. Montrer que f induit une bijection de R_ sur un intervalle a préciser.
Soit (z,)nen la suite définie par :

ro=—-2etVneN* z, —azfl =z, 1¢etx, <0
2. a) Montrer que la suite (z,)nen est ainsi bien définie.

b) Etudier la convergence de cette suite.

3. Pour tout n € N, on pose : u, = Tpt1 — Tpn, vy = In(1 + uy,), w, =
n
(1 (1+up)
k=0
a) Etudier la convergence de la série > u, et préciser la valeur de sa
N
somme. "

b) Etudier la convergence de la série ) v, et donner un majorant de sa

neN
somime.

c¢) Prouver la convergence de la suite (wy,)nen et préciser un encadrement
de sa limite.

Solution
1. La fonction f est dérivable et f'(z) = 1 — 2z, donc f est strictement
croissante sur R_ et induit une bijection ¢ de R_ sur |lim f, f(0)] =]—o00,0].

2. a) On veut donc f(z,) = z,-1 et z,, < 0. Tant que x,,_; est strictement
négatif, cela définit parfaitement x,, par la relation x, = go_l(a;n_l). Comme
xo < 0 et R_ stable par ¢!, le principe de récurrence permet d’affirmer que
la suite (z,) est bien définie (et a valeurs négatives).

b) ¢~ est croissante, donc la suite (z,,) est monotone.
Onazg=-2etx—a2=-2<=x=—-1loux=2etdoncz; =—1etla
suite (z,) est croissante.

Croissante et majorée la suite (z,) est convergente.
Sa limite ¢ vérifie £ — ¢?> = ¢, donc ¢ = 0.

3. La suite (x,,) est croissante, donc v,, est bien défini!

N
a) > Up =TNy1 —To —> —Tp = 2.
n=0 N—oo

b) Comme (uy,) est positive de limite nulle, on a v,, ~ wu, et la convergence

(c0)
de > v, s’en déduit.
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oo (o.@]
D’autre part, on sait que In(1 + u,,) < u, et donc > v, < > u, = 2.
n=0

n=0

n
c) w, est strictement positif et In(w,) = > vk, donc la suite (In(wy,))n,
k=0
converge et sa limite £ est inférieure ou égale a 2, donc la suite (wy,),, converge

de limite inférieure ou égale & e2.

Enfin wg = 1 4+ x; — o = 2, donc par croissance évidente de la suite (wy, )y,
on a limw,, > 2.

Exercice 4.13.
Soit x,y, z des réels. On considere la suite (uy)necn définie par :

Vn e N uyts =4upyro — Upt1 — 6u, avec ug = r,u; = Yy, Uy = 2

U, T
Onpose U, = | upy1 | et U= 1y
Un+2 z

1. Déterminer une matrice A € M3(R) telle que pour tout n € N, U,,41 =
AU,,.

2. Montrer pour tout n > 0, la relation U, y3 = 4Up4+2 — Up4+1 — 6U, et en
déduire un polynéme P de degré 3 tel que P(A) = 0. Vérifier que P(—1) = 0.

3. Pour chaque entier n > 1, on note R,, = a,, + b, X + ¢, X? le reste de la
division euclidienne de X" par P. Montrer successivement :

* A" = R, (A).
* U, = a,Uy + b, Uy + ¢,,Us
an
* up =Ty | by
CTL
Qn
4. Déterminer une matrice inversible M de M3(R) telle que : M | b, | =
Cn

2n et en déduire que : u, = UgM 1 2"
3" 3"
5. a) Déduire de I'expression précédente que w,, peut s’écrire sous la forme :
up, = Ky (z,y,2).(—1)" + Ko(x,y,2).2" + K3(z,y, 2).3"
ou K1, Ky, K3 sont 3 fonctions a déterminer.

b) Donner un équivalent simple de u,, selon les valeurs de K1 (x, vy, z), Ka(z,y, 2)
et Ks(x,y, 2).
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6. Soit F' = {Up € M31(R) / (un)nen bornée}. Montrer que F est un sous-
espace vectoriel de M3 1(R) et préciser sa dimension.

Solution
Unp+1 0 1 0
1.Upy1 = | Unyo | = 0 0 1 un+1 = AU, avec
Un+3 -6 -1 4 Up+2
0 1
A=1| 0 0 1
-6 -1 4
x
Par une récurrence immédiate, pour n > 0, on a U,, = A"Uy = A" | y
z
2. Soit n >0, on a :
4un+2 — Up41 — 6un Un+4-3
4Un+2 - Un+1 —6U, = 4un+3 — Up42 — 6un—|—1 = Un44 = Un+3
4un+4 — Un43 — 6un—|—2 Un+45

soit encore pour n =0 :
Us —4Us + Uy 4+ 6Uy = 0, i.e. (A3 — 4A? —f—A—I—GI)UO =0
Ce calcul ne dépendant pas de la valeur de la colonne Uy, il vient :
P=X3—-4X?%+ X + 6 est de degré 3 et vérifie P(A) = 0.
On vérifie que P(—1) = 0, ce qui permet d’achever la factorisation :
P=(X+1)(X-2)(X-3)
3. x par définition de la division euclidienne : X" = P(X)Q(X) + R,(X),
donc A" = P(A)Q(A) + R,(A) = R, (A), car P(A) =0.
x Dot : U, = A".Uy = R,,(A).Uy = (anI + b, A+ c, A*)Uy = a,Ugy + b, Uy +
CnUQ.
* En prenant la premiere ligne de cette égalité, on obtient :
Gnp
Up = AnT + bpy + cpz = Uy | by,

Cn

4. 0Ona X" = P(X)Q(X)+ R,(X), ce qui donne en utilisant les trois racines
de P :

ap, — by + ¢ = (1) 1 -1 1 an, (=1)"
{ an + 2b, +4c, =2" Soit: |1 2 4 b, | = 2m
a, + 3b,, + 9¢,, = 3" 1 3 9 Cn, 3"
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Toute méthode montre que la matrice M € Mg3(R) ainsi déterminée est
inversible, et :

an (=)™
Up = tUO b, = tU()M_l 2™
Cn 3"
6 12 -6
5. a) On trouve : M1 = 1—12 ~-5 8 —3 | et on en déduit :
1 -4 3
tUOM_1:1—12(6x—5y—|—z 120+ 8y — 4z —6x — 3y +32)

= (Kl(ﬂf,y,Z) Kg(x,y,z) Kg(ﬂ?,y,Z))

Ainsi : uy, = Ky (x,y,2).(=1)" + Ky (x,y, 2).2" + K3(z,y, 2).3"

b) si K3(z,y,2) #0, soit 2e +y — 2 #0 : u, ~ K3(x,y, 2).3".
Si K3(z,y,2) =0et Ko(x,y,2) #0,80it 2e +y—2=0et 3x +2y — 2z #0 :
Un ~ Ko(z,y,2).2™.
Si Ks(z,y,2) = Ko(z,y,2) =0,s0it 2e +y—2=0et 3x +2y —2 =0 :
un, = Ki(z,y,2).(—1)", ce que 'on ne peut pas simplifier.
6. (uy) est bornée si et seulement si Ko(x,y,2) =0 et K3(x,y,z) =0.

Donc F' est U'intersection de deux plans de M3 1(R) et cette intersection est
la droite dirigée par la colonne (1 —1 1).



