Chapitre 4

Option BL

EXERCICE 4.1

Soit n un entier supérieur ou égal & 2 et E = R,,[X] Pespace vectoriel des polynémes réels de degré inférieur
ou égal a n.
Soit u I’application définie sur E par :

VPeE, u(P)(X)=XP(X+1)— (X —1)P(X)

1.a) Montrer que u est un endomorphisme de E.

b) Ecrire la matrice associée & u dans la base canonique de E.

2.a) Déterminer les valeurs propres de .

b) L’endomorphisme w est-il diagonalisable ? Est-il inversible ?

3. Soit k € [1,n] et P un polynéme de degré k qui est vecteur propre de u.
a) Montrer que 0 est racine de Py.

b) Déterminer toutes les racines de Py. En déduire la forme de P.

¢) Déterminer une base de vecteurs propres de u.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.1

1.a) L’application u est manifestement linéaire. On doit seulement vérifier le degré de u(P).

Or u(X*) = X(X +1)F — (X — )X* = X* 4 kxF .o - XM 4 XF = (K + 1)X" + .-+ ce qui montre que
deg(u(X*) = k, ceci pour tout k € [0, n].

b) Soit k € [0,n]. On au(l) =1let pour k> 1, 0on a:

k-2
k .
WX =XX+ D) - (X -D)X" = (k+ DX+ ( ) X!

o \J
La matrice associée a u est triangulaire supérieure avec 1,2,...,n + 1 sur sa diagonale.
2.a)b) L’endomorphisme u admet n + 1 valeurs propres distinctes. Il est diagonalisable et inversible puisque 0 n’est pas
valeur propre de u.
3. a) On a vu que u(l) = 1. La constante P = 1 est vecteur propre de u associé a la valeur propre 1.

Soit Py, de degré k > 1, polynéme propre. Il est associé & la valeur propre k + 1. Donc X P(X + 1) — (X — 1) Pu(X) =
(k 4+ 1)Pi(X). En évaluant en 0, il vient : P(0) = (k + 1) Px(0) = Px(0) = 0.
b) En évaluant en —1, il vient : —P5(0) 4+ 2P (—1) = (k+ 1) Px(—1) = Pr(—1) = 0.
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On montre ainsi de suite que 0, —1,...,—k -+ 1 sont des racines de Pj.
k-1

¢) Comme deg(Px) =k, on a P, = A H(X + 7).
j=0

EXERCICE 4.2

Soient f et g les fonctions définies par :

1
Va €]0, 1[U]1, +oo, f(z) = 1“_“; et ¥V €]0, 400, g(x):emx_l.

1. a) Montrer que f se prolonge par continuité en 1 et que g se prolonge par continuité en 0.

Dans la suite, on désigne par f et g les prolongements ainsi obtenus.
b) Montrer que : ¥x > 0,ona 0 < g(x) < 1.

xT

2. On pose L(x) = / f(@) dt.
1
a) Montrer que L est définie et dérivable sur |0, 400l

b) Montrer que L est définie et continue en 0.

+o0
3. a) A l'aide du changement de variable x = —In¢, montrer que L(0) = / g(x) dz.
0

+o0o
b) Pour tout entier £ > 1, montrer la convergence de l'intégrale / ze % dx et la calculer.
0

+oo xe—(n+1):ﬂ
¢) Pour tout n € N*, on admet la convergence de l'intégrale / T s dx.
0 — e
n +o0 +o0 —(n+1)x
xe

Montrer que : L(0) = / ze * dg —l—/ — dz.

+o00 —(n+1)z foo 1 2
d) En admettant que nll)r—ir-loo ; % dz =0 et que ; i %, donner la valeur de L(0).

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.2
n—h) _ 1. Ainsi lim In(z) _ —1.

1. a) Soit = au voisinage de 1. On pose z = 1—h et Inx = In(1—h). On sait que lim =
h—0 —h z—>1x—1
La fonction f se prolonge par continuité en 1 par f(1) = 1.
e’ —1
x
b) Comme e” > 1 pour z > 0, on obtient g(z) > 0.

En étudiant la fonction z — e” — x — 1 (croissante sur Ry et nulle en 0), on obtient g(z) < 1.

De la méme fagon, lirr%) = 1. La fonction g se prolonge par continuité en 0 par g(0) = 1.
T

2. a) La fonction f est continue sur ]0, +oo[, donc le théoréme fondamental du calcul intégral indique que L est définie
et dérivable (de dérivée f) sur ]0, +oo].
b) La fonction f est continue sur ]0,1] donc la convergence de l'intégrale L(0) ne pose probléeme qu’en 0. Comme

}in%tl/Qf(t) =0, on a |f(t)] au voisinage de 0. On conclut par la convergence des intégrales de Riemann.
=

< t1/2
3. a) Par changement de variable = —Int¢ (que l'on fera bien siir sur un segment), on a :

10 7t) dt = /; e [ ator e

— e
1—e o
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b) Par intégration par parties sur un segment [0, X] puis en passant & la limite quand X tend vers 400, on trouve :

oo —kx 1
/O Te dz = =k

¢) Pour tout > 0, par somme des termes d’une suite géométrique de raison différente de 1, on a :

n —x —(n+1l)x —(n+1l)x

— K e —e€ xe
wy oM mr————— = g(a) - T
k=1

D’ot1 le résultat voulu en intégrant entre 0 et 400, par linéarité de I'intégration (tout converge).

2
d) En passant a la limite quand n tend vers 400, comme ”tout converge”, on obtient : L(0) = %

EXERCICE 4.3

On effectue une suite de tirages au hasard dans une urne, qui contient initialement une boule blanche et une
boule noire, de la maniere suivante :

e a chaque tirage d’une boule blanche, on replace cette boule dans 1'urne, puis 1’on rajoute des boules blanches
jusqu’a avoir multiplié par deux le nombre de boules blanches dans 'urne;;

e si l'on tire la boule noire, on arréte les tirages.

Ainsi, le nombre de boules blanches dans 'urne est multiplié par deux a chaque étape (sauf la derniere). On
admet que Pexpérience aléatoire est modélisée par un espace probabilisé (€2,.4, P). Pour tout n € N* on note
B, 'événement «les n premiers lancers ne donnent que des boules blanches», et ’on pose u,, = P(B,,).

1. Montrer que la suite (u,,) est convergente.

2k’
142k

n—1
2. Pour tout n € N*, montrer que : P(B,,) = H
k=0

3. On note B I'événement «les tirages ne s’arrétent jamais».

a) Exprimer B en fonction des B,,.
On admet que : P(B) = lim wuy,.

n—+oo

n—1
b) Pour tout n € N*, montrer que : —In(uy,) = Z In (1 + Z_k).
k=0

¢) Montrer la convergence de la série Z In (1 + 27k )
k>0
d) En déduire que P(B) # 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.3

1. I est clair que Bp41 C By, donc par croissance de la probabilité, la suite (uy) est décroissante. Comme cette suite
est minorée par 0, elle converge, d’apres le théoreme de la limite monotone.

2. D’apres la formule des probabilités composées, on a :

P(Bn) =Pp, in.nB,(Bn) X Pp,_,n..nB,(Bn-1) X -+ X Pp,(B2) x P(B1)
=Pp, (Bn) X Pp,_(Bn-1) X -+ x Pp,(B2) x P(Bi)
1

271—1 2n—2 2
— X X oo X —m— —_—
1’;2”_1 1+ 2n-2 1+2 1+1
n— k
2
N 142k’
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puisqu’au n-iéme tirage Purne comporte 2°~* boules blanches et une noire.

“+o00
3.a)Ona:B= ﬂBn.
n=1

On admet que P(B) = liT P(By).
n—-+0oo

b) D’apres la question 2, on a :

B n 2kz B n l+2k B n .
_ln(un)——g)ln(pr—%)—kz_oln( o )—kz_oln(l-l—2 )

c) L’inégalité classique : Vo > —1, In(1+ z) < z, donne : 0 < In (1 + 2"“) <27k

~ ;. , sy a—k JPRY . . ~ Jat] a—k
Comme la série géométrique E 27" converge, par théoréeme de comparaison, il en est de méme de la série E In (1 + 2 ) .
k>0 £>0

d) D’apres les deux questions précédentes, on a :

) n 2k +oo —k
TLHTOOIE)W — exp <kz_01n ((1+2 ) —0>0.

D’apres les questions 2 et 3.a), on a donc : P(B) = £ > 0.

EXERCICE 4.4

1. Soit h et k deux fonctions continues sur [a,b] et & valeurs réelles.
b

a) En considérant pour tout réel = l'intégrale / (xh(t) + k(t))?dt, établir I'inégalité suivante :

a

(/bh(t)k(t)dt> </b (h(t))zdtx/b (k(t)) dt

b) A quelle condition nécessaire et suffisante cette inégalité est-elle une égalité ?

2. a) On considére une fonction f de classe C* sur [a,b] et & valeurs dans R. Etablir I'inégalité suivante :
Ve elodl () - f@) < e —a) [ (70)a
b) En déduire l'inégalité :
[ 6w - e < 52 [ (o) a

1
3. a) Utiliser la question précédente pour trouver un majorant de / (111(1 + :c))2d1'.
0

1
b) Calculer / (In(1 + 2))%dz et vérifier la majoration précédente (on donne In2 ~ 0.69).
0

4. On revient au cas général.
Quelles sont les fonctions pour lesquelles 'inégalité obtenue & la question 2.b) est une égalité ?
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.4

1. a) On développe 'intégrale positive et on obtient un trinéme du second degré en x, dont le discriminant A est négatif
ou nul, puisque le trinéme reste positif pour tout réel = (intégrale sur [a,b] d’une fonction continue positive).

b) Il y a égalité si, et seulement si, le discriminant est nul, c¢’est-a-dire si, et seulement si, il existe zo tel que
b

/ (zoh(t) + k(t))>dt = 0. La fonction en jeu étant continue et positive, cela entraine qu’elle est identiquement nulle et
a

donc que la famille des deux fonctions (h, k) est liée.

2. a) Si x = a, I'inégalité demandée est évidente. Or, f étant de classe C! sur R, on peut écrire
v !
f@) - @) = [ 1/
a

puis on peut appliquer I’inégalité précédente aux fonctions h : t — f/(¢) et k: ¢ — 1. On en déduit 'inégalité demandée.

b) Comme ' est positive, on peut élargir 'inégalité précédente, soit :

b
(f@) - f@) < @-a) [ f20d
11 reste & intégrer cette inégalité sur l'intervalle [a, b].

3. a) On choisit a = 0,b=1 et f: 2z — In(1 + x) qui est bien C* sur [0, 1]. La question 2. b) donne alors

! 11 dt 1
2de < = =
/0 (In(1 + ) dx < 2/0 TED R

b) On fait une intégration par parties avec des fonctions C*. Il vient :

/1(111(1 + z))’dx = (14 =) In®(1 + x)]; — 2/1 In(1 4 z)dz = 2In*2 — 2/1 In(1 + z)dx
0 0 0

1 2
/ In(1 + 2)dz = / In(t)dt = [t1n(t) — > = 21n2 — 1
0 1
! 1
Finalement / (In(1 + x))%dz = 2(In2 — 1)* < ik In2 ~ 0.69
0

4. La seule fagon d’avoir ’égalité, c’est d’étre dans le cas d’égalité de la premiére question, ce qui donne f(z) = mx +p
(avec 'argument de continuité de f' qui permet de passer de F2af ). On trouve ensuite, en remplacant dans I'inégalité
de 2. b), qu'il faut (et c’est bien sir suffisant) que m = 0. Conclusion : seules les fonctions constantes donnent ’égalité.

EXERCICE 4.5

1 e—:l:(1+t2)
(@) tout x réel : = ——dt.
n pose pour tout x réel : f(x) /0 e
1
On rappelle que pour tout t réel, la dérivée de t — Arctan(t) est t — [l

1. Pour tout réel t € [0, 1], on consideére la fonction g; définie par :
Vz eR, g(z) = o w(14t%)

a) Montrer que Va € [—In2,In2], |e” — 1| < 2|z].

b) En déduire que la fonction f est continue sur R (on pourra étudier la limite de f(x + h) — f(x) lorsque h
tend vers 0).
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¢) Montrer que pour tout > 0, on a :

1 1
dt dt
—2x < < —x/
¢ /0 1+1¢2 fl)<e o 1+¢2

On admet dans la suite de 'exercice que f est dérivable sur R et que pour tout x réel, on a :

1
Fla) = [ et
0

En déduire xll)liloo f(z).

x 2
2. Pour tout z réel, on pose u(z) = f(z?) et o(z) = u(x) + (/ e_tht> .
0

Montrer que la fonction ¢ est constante sur R et déterminer sa valeur.

+oo
3. En déduire la valeur de / et dt.
0

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.5

La fonction [ est bien définie sur R car on intégre une fonction continue sur le segment [0, 1].
1. a) Pour démontrer ces inégalités, le plus simple est d’étudier la fonction x — €® — 1 — 2z sur [—In2,1n2].

b) On écrit :

1 —(z+h)(14+t3) 1 _—z(1+t?) 1 _—z(1+t?)
_ S N TR IR P B SO CE S N 1)
Flz+h) — f(z) /O e /0 R /O 5 (e dt

Comme 1+ t? € [1,2], pour h assez petit (|| <In2/2), on a |h(1 +t*)| < In2 et en appliquant la question précédente,
on a :

1
fe+ ) = F@)] <2 [ e = C
0
Ceci montre que f est continue en x.

2
¢) On utilise encore 1 4 t* € [1,2] donc pour z > 0, ¢™%* < e *0H%) < e=®. On divise ensuite par une quantité
strictement positive, puis on utilise la croissance de l’intégrale.
Ainsi lim f(z) =0.
xr—+o00

2. On calcule la dérivée de . D’abord celle de u :

1 T
o (x) = 22 f(2?) = —2ze™® / = —207 / e dv
0 0

Donc,
/ ’ —z2 N —¢2
o (z) =u (x) + 2e /e dt =10
0

et ¢ = C. Comme ¢(0) = u(0) = f(0) = /4, il vient pour tout = réel p(z) = %
3. On fait tendre x vers +00. On a lim wu(x) = lim f(x) =0, donc,
x—+o0 x—+o0

z 2
lim (/ eft2 dt) -
T —> 400 0 4

+oo 5 2 T
d’ou (/ et dt) = —. Par positivité de 'intégrale, on obtient :
0

4
+oo
/ e_tzdt = ﬁ
0 2
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EXERCICE 4.6

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n = 2. Un endomorphisme f non nul de F est dit nilpotent s’il
existe un entier k tel que f* = 0.

Si f est nilpotent, on appelle indice de nilpotence de f, le plus petit entier p tel que f? =0 (donc fP~1 # 0).
Une matrice de M, (R) est dite nilpotente si 'endomorphisme canoniquement associé est nilpotent. On définit
de méme son indice de nilpotence.

a

1. Dans cette question, on pose A = > et on suppose que A n’est pas la matrice nulle.

d
a) Calculer A% — (a + d)A en fonction de I ol I désigne la matrice identité de Ms(R).
On suppose que A est nilpotente.

b) Montrer que ad — bc = 0.

¢) Montrer que a + d = 0.

d) Déterminer l'indice de nilpotence de A.

2. Soit f un endomorphisme de E.

a) Montrer que si Im(f) C Ker(f), alors f2 = 0.

b) Etudier la réciproque.

¢) Soit f un endomorphisme nilpotent non nul de E. Donner la dimension de Im(f) et celle de Ker(f).
3. Dans cette question, on suppose que f est un endomorphisme nilpotent et qu’il existe deux endomorphismes
u et v de E non nuls et nilpotents tels que f = uowv.

a) Montrer que Im(f) = Im(u) et que Ker(v) = Ker(f).

b) En déduire que Ker(u) = Im(v).

¢) Que peut-on en conclure ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.6

1. a) Un calcul élémentaire donne A? — (a + d)A + (ad — bc)I> = 0.
1

b) Si ad — be # 0, la matrice A est inversible car A X P

(A= (a+d)I2) = I1. Or, si A est nilpotente, si p est son

indice de nilpotence et si A™! existe, alors :

0=A"=0=A""A? = AP}

ce qui est absurde. Donc, ad — be = 0.

¢) On a donc A? = —(a + d)A et par récurrence, pour tout n > 2, A™ = (—=1)"**(a + d)"A. Si a + d # 0, alors, comme
A # 0, pour tout n > 1, A™ # 0 en contradiction avec la nilpotence de A. Donc a + d = 0.

d) On a donc A% = 0 et p < 2. Mais p # 1 puisque A # 0. Donc p = 2.

2. a) Comme Im(f) C Ker(f), alors pour tout € E, f(f(x)) = 0, donc f? = 0.

b) Réciproquement si f2 = 0, pour tout = € I, f(f(z)) = 0 ¢t Tm(f) C Ker(f).

¢) Le théoreme du rang entraine que dim Im(f) = dim Ker(f) et par les inclusions précédentes que Ker(f) = Im(f).
Chaque sous-espace est de dimension 1.

3. Les trois endomorphismes f,u et v sont nilpotents sur un espace de dimension 2. On a montré dans les questions
précédentes qu’alors f? = u? = v?> = 0 et que Im(f) = Ker(f), Im(u) = Ker(u) et Im(v) = Ker(v).

a) Pour tout z € E, f(z) = u(v(z)). Donc Im(f) C Im(u) et Ker(v) C Ker(f).
Aucun des trois endomorphismes n’étant nul, on a égalité dans les inclusions précédentes pour des raisons de dimension.

b) Et comme Im(f) = Ker(f), on a
Ker(v) = Im(v) = Ker(f) = Im(f) = Im(u) = Ker(u)
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¢) Pour tout z € E, u(v(x)) = 0 par la question précédente et donc f est identiquement nul.
Il n’existe donc pas d’endomorphisme u, nilpotent non nul tel que f = uov.

EXERCICE 4.7

Soit (Xi)k>1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (02, A, P), indépendantes
suivant toutes la loi uniforme U ([1,n]) ot n est un entier supérieur ou égal a 2.

On considere pour tout w € €,

To(w) =inf{m > 1/{X;(w),..., Xmw)} =1{1,2,...,n}},
le plus petit entier m tel que toutes les valeurs de 1 & n sont apparues parmi Xi(w), ..., X, (w).

1. Soit k € [1,n]. On définit la variable aléatoire 73, par :
Ywe Q, mp(w) =inf{m >1 /card{X1(w),..., Xin(w)}) =k}

En particulier, 7, = T,,.
Déterminer, pour tout k € [2,n], la loi de 7, — 75,_1.
On admet que les variables aléatoires (7% — Tk—1)2<k<n sont indépendantes.

On suppose désormais que 'entier n n’est plus fixé.

2. a) Calculer l'espérance de T,.

On admet qu'il existe une constante v > 0 telle que :
1
nEI}}oc (kz E B hln) -7

b) Calculer lim ET)
n—+4o0 nlnn

3. Calculer la variance de T}, et montrer qu’il existe un réel strictement positif a tel que V(T},) < an?.

>5>:0.

T, 1

4. Soit € > 0. Montrer que lim P (
nlnon

n——+oo

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.7

1.0Onam =1.

On peut modéliser notre probleme (du collectionneur) de la maniére suivante :

Une urne contient n boules numérotées de 1 & n. On en tire une avec remise et on note son numéro.

La variable aléatoire (7 — 7,x—1) représente le temps d’attente pour obtenir un numéro différent des (k — 1) numéros
déja obtenus. Ainsi la loi de cette variable aléatoire est une loi géométrique de parametre 1 — (k — 1)/n (temps d’attente
du premier succes).

2.a)Onal, =7+ Z(Tk — Tk—1) et donc
k=2

n n n
E(T,) =1 E —Te_1) =1 —_— =1 H,_
(T,) +kz:2 (ke — Th—1) +kZ:2n+1—k +n 1

. Or, on admet, on sait (ou on démontre...) que

El e

n
ol H, est la somme partielle de la série harmonique ; H,, = Z
k=1

Z% =lnn+vy+o(1)
k=1
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ou 7 est la constante d’Euler.

b) On a donc lim E(Tn) _ 1
n—+oo nlnn

3. On a, par indépendance admise :

n n n—1 . n—1 n—1
V(L) =Y V(e —71) = Z"(nﬁ;—lk)z = Zn% — 2 (E le) _n<z %)
k=2 k=2 i=

2

On a donc V(T5,) < n2%.

4. Utilisons l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Pour € > 0, on a

V(1) < a

P(|1, — E[T,]| 2 enl < < —
(I [T0]] > enlogn) (enlogn)? ~ £2log(n)? n—too

0

On utilise la question 2. b). Pour tout ¢ > 0 on a {|1, — nlog(n)| = 2enlog(n)} C {|1» — E(1%)| = enlog(n)} pour n
assez grand. Ceci montre que
T
— 1‘ > s) =0

nlnn

lim P (
n—-too

EXERCICE 4.8

Soient N un entier naturel non nul et (€2, F, P) un espace probabilisé. On suppose que toutes les variables
aléatoires sont définies sur (Q, F, P) et a valeurs dans [0, N].

Si Z est une variable aléatoire a valeurs dans [0, N], on pose :

N
VsEeR, Gz(s) = E(s”) =Y P(Z=k)s"
k=0

1. On suppose que X suit une loi de Bernoulli de parametre p avec 0 < p < 1. Déterminer Gx.

2. Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires & valeurs dans [0, N] et Gx = Gy, alors X et YV
suivent la méme loi.

3. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans [0, N].
Exprimer Gx 1y en fonction de Gx et Gy.

4. Déterminer Gy lorsque Y suit une loi binomiale de parametres n et p.

5. Pour tout n € N, donner le développement limité & 1’ordre n en 0 de z ~ (1 — 2)™° ( on exprimera les
coefficients a I’aide des coefficients binomiaux).

6. Un éleveur possede 5 lapines. Chacune des lapines engendre un nombre aléatoire de lapins. La lapine numéro
i engendre X; lapins. On suppose que X1,..., X5 sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi
uniforme sur [1,7]. On note Z le nombre total de lapereaux.

a) Déterminer une expression simple de G.

b) En déduire la probabilité que le nombre de lapereaux soit égal a 20.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.8
1. Comme X ~ B(p), alors Gx(s) = (1 —p)s® +ps' =ps+1—p.

G0

2. En utilisant la formule de Taylor polynomiale, pour tout entier n € [0, N], P(X =n) = ]

Ainsi, si Gx = Gy, les dérivées successives sont égales et X et Y ont méme loi.

3. D’apres l'indépendance, P(X +Y =n) =Y _ P(X = k)P(Y =n— k). Alors,
k=0

2N n 2N n
Gxiv(s) =Y (Z P(X =k)P(Y =n— k)) =3 (P(X - k).sk> (P(Y =n— lc)s"_k)

k=0 n=0k=0

N N
- (Z P(X = k).ek) : (Z P(Y = k)s’“) = Gx(s)Gy (9)
k=0 k=0

On peut également utiliser I'indépendance des fonctions s* et s¥ .

n
4. Comme Y est binomiale, il existe X1, ..., X,, des variables aléatoires de loi de Bernoulli telles que Y = Z X;. En

=1

n
utilisant la question précédente, Gy (s) = H Gx,(s) = (ps+1—p)".
i=1

5. D’apres les développements limités classiques,

(oo —143 (—5)(=5 — 1) .k.!.(_s)— 1)k o
k=1

n

- 1+Z—(k+5'_1)!xk+o(wn)

6. a) En utilisant I'indépendance des (X;) et les propriétés précédentes,

Calo) = <u) o ORI

b) En utilisant la formule du bindéme et le développement limité précédent,

Grle) = & (;(—N (2) :c7k> (;0 (k ‘]: 4) o+ o(x")) .

On recherche le coefficient de z?° de Gz et on obtient, en n’oubliant pas le 2° en facteur :

() () ()

75

EXERCICE 4.9
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (Q, F, P).

Soit m un entier supérieur ou égal a 2 fixé. On considere une variable aléatoire X,, telle que :

X,(Q)=N'etVkeN", P(X,=k)=ar1—ax
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1 n—1
oﬁpourtoutkeN,akzl—(1—2—k> .

k
1
a) Montrer que, pour tout s fixé dans N*, la série Z (5) est convergente.
k
b) En déduire que la série de terme général ay est convergente

¢) Montrer que X,, admet une espérance et que E(X, Z ak.

2. On admet qu’il existe une constante v > 0 telle que :

n—1
> . Montrer que pour tout & € N* :

1
a) Soit g, la fonction définie sur R par g,(u) =1 — (1 ~ o

&
ar < / gn(u)du < ap_
k-1

q
b) En déduire, pour tout entier ¢ > 2, un encadrement de / gn(u)du  (%).
0

+o00
¢) Montrer que pour tout n de N*| / (1 —(1- e_t)")dt converge. On note I, cette intégrale.
0

n
1
d) Pour tout n de N*, calculer I,,11 — I,,. En déduire que, pour tout n de N*, Z T
k=1
e) En effectuant le changement de variable, ¢ = v In2 dans l'intégrale de I’encadrement (%), montrer que :
E(X,) —1< In-1 E(X,,).
In2

f) Calculer lim E(Xn) .

n—+oo Inn

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.9

1 1
1. a) Soit s € N* fixé. On a : 0 < 5 < 1. Donc la série de terme général (5)1C est une série géométrique convergente.
b) Soit k € N.
n—1 n—1
—1)\,-1, n—1\, -1,
p=1-(1—) =1 (" =3 Ly
“ ( Qk) i=0 < ¢ 2k : i=1 ¢ 2t :

Ainsi, ar est la somme finie de termes généraux de séries absolument convergentes et est le terme général d’une telle
série.

q q q—1
¢) Soit ¢ > 1. OnaZk(ak_l—ak Z k—1ak— 1—kak)+2ak 1——qaq+2ak
k=1 k=1 k=1 k=0

On sait déja que Y ap converge.
k>0

= (n-1 i q
s

=1

De plus, |qaq| =
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—+o0
Donc lirll gaq = 0. La série de terme général k(ar—1 — ax) est absolument convergente et de somme E ak.
q—r+0o0
k=0

2.a) On a gy, (u) = —In2 x (%)u(n -1 - (1>u)"72 < 0. Donc gy, est strictement décroissante sur R". Le reste est

) 2
classique.

q q q—1
b) On somme de k = 1 & k = g pour obtenir Z ar < / gn(u)du < Zak.
k=1 0 k=0
¢) Soit n de N*. La fonction que 'on intégre est continue sur Ry . On développe la puissance avec la formule du binéme.

II vient
n
1—(l—e b = _1)k ne—kt
(- =30k T
k=1
On obtient ainsi une somme finie de fonctions dont chacune admet une intégrale convergente.

d) Un calcul facile donne In41 — I, = T Donc

n

-

n—1

n—1
1 1
L= -)+h=% ——+0=Y ——
k:1(k+l k) + I k:1k+1+1 2

n—

car I = 1.
e)On a:

q q q
I = / gn(u)du = / 1-(1- i)"_1du = / 1— e<"_1)1"(1_%)du.
0 0 2 0

1 gln2 B B
On pose t = uln2. Donc [ = n/ 1-(1—e Y 'dt. On fait tendre g vers +o0c et on obtient, avec ap =1 :
nzJjo

+o0 +o0
Ih_1 In_1 In2 E(X,) In2
c < < & B(Xy) —ao < < E(X, 1< <1
;a’" Tn2 kzzoa" & BXn) —a < 35 < B < Tos T

Par le préambule de la question 2,

lim (In-1—In(n—1)) =~ et lim In25(X.) =1

n——+oo n—-+oo n—1

f) Finalement
BOY) 1

im
notoc Inmn In2

EXERCICE 4.10

Pour toute matrice A € M3(R), on considere les ensembles suivants :

Ey(A) = {M € M3(R) telles que AM = M}

Ey(A) = {M € M3(R) telles que A*M = AM}

On note I la matrice identité de M3(R).
1. Montrer que F1(A) et E5(A) sont des sous-espaces vectoriels de M3 (R).

2. a) Montrer que si A est inversible, alors F1(A) = F5(A4).
b) Déterminer Fq(A) lorsque A — I est inversible.
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3 -2 -1
3. On consideére la matrice C = 1 0 -1
2 -2 0

a) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de C.

b) Determiner une matrice inversible P et une matrice diagonale D telles que C = PDP~! (les coefficients
diagonaux de D sont rangés dans 'ordre croissant).

4. Soit M € M3(R) et N = P~1M.
a) Montrer que M € E;1(C) si et seulement si N € Eq(D).

b) Déterminer E;(D).
¢) En déduire la dimension de E;(C).

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.10
1. Question élémentaire.

2. a) On a linclusion E1(A) C F2(A). Si A est inversible, on multiplie par A7 & gauche pour obtenir I’inclusion
réciproque
b) On remarque que M € F1(A) <= (A—1)M = 0. Donc A — [ inversible = E;(A) = {0}.

1 1 1
3. a) Les valeurs propres de la matrice C sont 0, 1,2 de vecteurs propres associés 1 , 1 et 0
1 0 1
0 0 0
b) La matrice diagonale est 01 0 et la matrice P est constituée des vecteurs propres calculés précédemment.
0 0 2
4.a)Ona:
CM =M<« PDP "M =M<« DP""M=P 'M& DN=N
a b ¢
b)Onpose: N=| o b ¢ |.Onaalors:
a// b// C”
0 0 0 a b ¢ 0 0
DN = a b c = a b SN=|d b ¢
2a// 2bll 20// all bl/ C// 0 0 0

On remarque que F1(D) est un espace de dimension 3.

c) On vérifie que I’application M — N = P~'M est un isomorphisme de F;(C) sur E1(D) (c’est implicitement fait
dans la question 4. a). Ainsi dim E;(C) = 3.

EXERCICE 4.11

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).

Soit X une variable aléatoire réelle. Pour n € N*, on appelle moment d’ordre n de X, le réel m,,(X) = E(X"),
lorsque ce réel existe.

On note Mx (t) = E(e*X) pour les réels t pour lesquels cette espérance existe.

1. Soit A > 0.
a) Déterminer Mx (t) lorsque X suit la loi de Poisson de parametre .

b) Pour n entier supérieur ou égal a 1, soit X1, ..., X, n variables aléatoires indépendantes, de méme loi de
n

Bernoulli de parametre A/n. On pose S, = Z X;.

i=1
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Déterminer Mg, (t), puis lim Mg, (). Que constate-t-on ?
n—+00

2. Déterminer Mx (t) lorsque X suit la loi normale N (0, 1).

3. a) Calculer Mx (t) lorsque X suit la loi uniforme sur [0, 1].

1
b) Dans cette question, X, suit la loi uniforme sur [1,n] et Y,, = —=X,, (n € N*).
n

Déterminer My, (t), puis lim My, (). Que constate-t-on?
n—-+00

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.11

a) Utilisons les définitions données. Pour tout réel ¢, on a :

t
MX(t): tX —AZ tk)\ _ —Az(e >\) :6—>\Xe>\et

k>0 k>0

b) On sait que S, suit la loi binomiale de parametres (n, A/n). Ainsi :

=5 () GY (=27 G )

Ainsi, en utilisant un DL de la fonction In a Pordre 1, il vient :

Ms, (t) = exp <n1n <1 + %(et - 1))) — D Z ()

n—+oo

2. On suppose que X — N(0,1). Alors :

+oo 2 2
6—(t—a:) /Zdt =& /2

= 6332/2_1 /
V21m J s
3

1 p—
3. a) Un calcul simple donne E(e'~) = / ey = &
0

Mx(t) = \/%/ ot/

avec prolongement par continuité en 0.

b) De nouveau, comme Y, (2) = {1/n,2/n,...,n/n}, on a:

1 et —1 et —1

Xn k k X

My, (6) = B/ = 3Py = k) = 230 = et e o S = B(E)
k=1 k=1

EXERCICE 4.12
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (Q, A, P).

1. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = e~%e~¢ . Montrer que f est une densité (on pourra utiliser le
changement de variable u = e™%).

2. Soit X une variable aléatoire de densité f.
a) Déterminer la fonction de répartition F' de X.

b) A Paide d'un développement limité, déterminer un fonction h telle :

lim —P(X > 7) =
z—4o00  h(x) a

3. Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur ]0,1[ et V = —In(—InU). Déterminer la loi de V.

4. Soit (Y},,) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de parametre 1. Déterminer

pour tout x € Ry :
lim P(max(Y7,...,Y,) —Ilnn < x)

n——+00
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.12
1.) La fonction f est continue sur R et positive. Par abus d’écriture, on a :

t+oo —x -y
/ e e da=[e° JIZ =1

(e o]

On fera attention a effectuer le changement de variable sur une segment.

e T

2.a) On détermine F'x en intégrant f. Il vient Vz € R, Fx(z) = e~

b) Lorsque x tend vers +00, e~ ® tend vers 0. Le développement limité de e* en 0 est e = 1 + u + o(u).

PXzz)=1-F@)=1-€e° =1-—(1—€e "+o(e ") =€ "+o(e ")

—XT

On pose donc h(z) =e

3. On utilise la méthode de la fonction de répartition. On a V() = R et pour tout z réel, on a :
P(V<z)=P(-In(-In(U)) <2)=P(-U)=2e ") =P(In(U)< —e ") =PU<e ® )=F(z)

Ainsi, V suit la loi de X.

4. Calculons la loi de Z, = max(Y1,...,Yn) en utilisant la méme méthode. On a [Z, < z| = m[YZ < z] et par

indépendance, il vient :

P([Zn < x]) = HP(Y; < .%‘) = FY(:C)n = { (1 — e_z)g S?ixx;OO

Ainsi, pour tout réel x, pour n assez grand tel qu Inn +x > 0, on a :

P(Zn—Inn<z)=P(Zy, <Inn+z)=(1—e 275" = (1 . )

n

Un dernier développement limité permet d’écrire :

exp (m (1 - n)) ~ exp (n (_e: o (é))) L e

EXERCICE 4.13

Deux urnes U; et Us, contiennent a elles deux 2 boules indiscernables. A chaque étape, on choisit de maniere
équiprobable un nombre de [1,2].

e Si ce nombre est inférieur ou égal au nombre de boules contenues dans Uy, on prend une boule de U; que
I'on met dans Us.

e Si ce nombre est strictement supérieur au nombre de boules contenues dans Uy, on prend une boule de U,
que 'on met dans U;.

On suppose que 'expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, A, P).

Pour tout p € N, on note Z, la variable aléatoire égale au nombre de boules contenues dans U; a I’étape p.
Ainsi Z; est la variable égale au nombre de boules initialement contenues dans Uy, Z; est la variable égale au
nombre de boules contenues dans Uy apres une étape, etc.

P(Z, =0)
1.0npose:Y,= | P(Z,=1) |.Déterminer une matrice A € M3(R) telle que pour tout p € N, Y, = AY],.
P(Z,=2)
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Soit A la matrice de M3(R) définie par :

0 % 0
A= 1 0 1
0 3 0

2. Montrer que 1 et —1 sont valeurs propres de A.

3. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable ?

1/4

4. On suppose Yy = | 1/2 |. Pour tout k € [0,2], étudier I'existence d’une limite pour P(Z, = k) lorsque p
1/4

tend vers +o0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.13

1. Supposons qu’a ’étape p, U; contienne :

e 0 boule. A I’étape suivante, Uy contiendra une boule.

e 1 boule. Au vu de I'expérience , a I’étape suivante Uy contiendra 0 boule avec la probabilité 1/2 et 2 boules avec la
probabilité 1/2, puisque la probabilité de choisir 1 est 1/2 tout comme la probabilité de choisir 2.

e 2 boules. A I’étape suivante, U; contiendra une boule.

Appliquons la formule des probabilités totales; pour k € [0,2] :
P(Zp4r = k) = Pig,=0)(Zp+1 = k)P(Zp = 0) + Piz,=1)(Zpt1 = k) P(Zp = 1) + Pig,=2)(Zp+1 = k) P(Zp = 2)

Ainsi :

P(Zpi1 = 0) 0 2 0 P(Z,=0)
P(Zpyi=1) | =1 0 1 P(Z,=1)
P(Zpsr = 2) 0 10 P(Z, =2)
Ceci correspond a la matrice A de la question suivante.
1 —1
2. Par résolution de systeme lindaire : [ 2 | (resp. 2 ) est vecteur propre pour la valeur propre 1 (resp. -1).
1 —1

3. Les lignes L1 et L3 de A sont égales, donc la matrice A n’est pas inversible et 0 est valeur propre de A.

1
Un calcul de vecteurs propres montre que Fy = Vect 0

—1
Ainsi, la matrice A est diagonalisable.

4. Pour tout p on a Y, = Yp, donc les suites a examiner sont constantes, donc convergentes.

EXERCICE 4.14

e—nx

1. Déterminer les valeurs de = réel pour lesquelles la série Z

n>1 \/ﬁ

converge.

e—nz

+o00
On note alors f(x) = Z

n=1

. On admet que la fonction f est continue sur son domaine de définition D.

2. Montrer que la fonction f est décroissante sur D.
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3. Déterminer N 11)1_?00 fax).
4. Montrer que lim f(x) = 4o0.
z—0t

e—mt

Vit

b) En déduire que :

5. a) Soit g : t — . Montrer que pour tout k € N* et tout ¢ € [k, k+ 1], on a: g(k +1) < g(t) < g(k).

1 +o00o e—:l:t

li —dt=1
””—l’rf” (z) . 0 Vit

¢) En déduire que : liI_’I_l f(z) x v/ = C, ot C est une constante réelle strictement positive.
T—r+00

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.14

—nx

. 2 . -
1.Pourz >0 lim n = 0; ceci montre que la série converge.

n—+oo n
—nx

C 1. €
Autre idée : 0 <

NG

. e
Pour x <0, lim n
n——+oo \/ﬁ

Autre idée : pour z > 0 la série diverge grossierement et pour z = 0 c’est une série de Riemann divergente.

< (e77)" et la série géométrique majorante converge.

—nx

= +00; ceci montre que la série diverge.

Le domaine de définition de la fonction f est donc R**.

2. De maniere évidente, pour tout n > 1, z < y = e "* > e "Y. Donc, par sommation de quantités positives, on
obtient : f(z) > f(y).

too e "% too e ¢
3. Comme n > 1, on peut écrire : 0 < f(x) = E < Z e " =

n=1

Or lim =0. Donc lim f(z)=0.

z—4o0 1 —e™ 7 z—+4o00

—

4. La limite en O est finie ou vaut +o00, car f est décroissante.

e—n:v

7

N
Or, comme tous les termes de la série sont positifs, on a : f(z) > Z
n=1

N
Par I'absude si f convergeait, en passant a la limite, on aurait : VIV, lim+ flx) > Z
z—0

-

n=1

Ceci est absurde car les sommes partielles de la série E divergent vers +oo.

1
Vn
Y1
Or, lim gn(z) = Z —— qui est la somme partielle d’une série divergente.
z—0 oyt ﬁ

N
1
Soit A > 0. Il existe Ny tel que pour tout N > No, E T > 2A et donc un voisinage de 0 tel que pour z dans ce
n
n=1

voisinage, gn(z) > A. Donc, pour z dans ce voisinage, f(z) > A, ce qui est la définition de lin}) f(z) = +o0.
z—

e—a:t

5. a) Soit z > 0 fixé. La fonction g : t — est positive et décroissante sur R'*. Donc si t € [k, k + 1], g(k + 1) <

k+1 k41 k+1
(1) < g(k). Ainsi : / gk + 1)dt < / g(t)dt < / g(k)d.
k k k
+o00
b) La série Eg(k) étant convergente, toute comme l'intégrale / g(t)dt, il vient :
1
+oo I

+oo
S gk < / g(t)dt <3 g(k)

k=2 k=1
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+oo —axt
ou f(z) —e * < / € _dt< f(x). Par la question précédente, on obtient :
1

Vi
lim sz = 1= lim sz
20 /+°<> et U 250 /+°° et 0
Ve o WVt

par convergence de cette intégrale en 0.

¢) Le changement de variable u = xt qui est linéaire donne :

+oo e—zt 1 +oo e U C
0 Vit Vel Vu VT




