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PROBLEME 1

L |
Dans tout ce probléme, on note, pour n entier naturel non nual: S,= Z 75
k=1% .

Partie I - Résultats préliminaires

1
7175

1) Justifier que la série Z est divergente.
n>1

Quelle est [a limite de la suite {Sp)n>1?

2) Soit @ un réel strictement positif. Déterminer un équivalent, lorsque n tend vers oo, de (n+1)% —n%.

3) En déduire des valeurs de a et B réels tels que :

;7 ~ B(n+1)%—n%)



Partie II - Un équivalent de S,

Dans cette partie, on désigne par (i, )nen: €t (Vo)nen+ deux suites & valeurs réelles strictement positives
équivalentes en -f-co.
On suppose que la série Z u, est divergente,
n>1
4) Que peut-on dire de la série Z v, ?

n>1

x
Dans la suite de cette partie, £ désigne un réel strictement positif.
5) Justifier qu’il existe N entier avec N > 1tel que sik>N, (l —&)ug v < (1 +€)wy.

6) Endéduire quesin> N, (1 &) Z“f»< ka<(l+8 Euk
* k=N k=N k=N

l) Montrer que Z uy, est équivalent a Z v lorsque n tend vers oo,
k=N k=N

n n
8) En déduire que Z uy est équivalent 3 Z vi lorsque # tend vers oo,
k=1 k=1
9) Déterminer un équivalent de S, lorsque » tend vers oo,

Partie III - Une partie entiere

10) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer ;
4/s 4
Vxe[0,1], (1+x) —lsgx

11) Montrer:
~1/5 ]
Ve [0,1], (1+¢) —12,—§t

12}y Par intégration, en déduire -
b 4

vre[0,1], (1+x)*°— 1>gx~§—x2

13)  Ainsi, pour 0 < x < 1, gx~ %xz € (14X —=1< ?x.

En déduire :
F VEe N 2((k -t & 1 22 (k+1)Y° — k475 4 1
FEN', FUE+1P 1) < s < 3 10875
14) En utilisant une intégrale, montrer 5 )

n 1 ]
vreN'\{1}, Y —=<5
!§2k6/5 5

15) En déduire :
Vn € N*, Z((n-}-l)"'/S s ) <S8, < 4((,1_'_1)4/s )+§

16) Retrouver le résultat de la question 9) et déterminer Ia partie entiére de Sos_1-



PROBLEME 2

Définitions et notations :
Dans ce probieme, n est un entier supérieur ou égal 4 2.

On rappelle que .#,(R) désigne V'ensemble des matrices carées d’ordre n a coefficients réels et que
My (R) désigne 'ensemble des matrices colonnes a n lignes et 2 coefficients réels.

Pour a et b réels, on note M, ;, la matrice de A,(R) dont tous les coefficients diagonaux valent a et les autres

coefficients valent .
On note en particulier / = Myp et J = M ;.

Ce probléme est constitué de trois parties indépendantes si on admet les résultats de la partie L

Partie I - Etude de M, ,

17) Justifier que le rang de J est 1 et donner une matrice colonne E; telle que (E1) soit une base de I'image
de J.
18) Montrer que .4, 1(R) = Ker(J) @ Im{J) (c’est-a-dire que Ker(J) et Im(J) sont deux sous-espaces
vectoriels supplémentaires de .4, 1 (R)).
19) En déduire que J est diagonalisable et donner une base & = (E1,Ex, ..., E,) de 4,1 (R), constituée
de vecteurs propres de J.

% 20) Pour aet b réels, exprimer M, 2 Vaidedea, b, I et J.
21) Justifier que les valeurs propres dc M, ; sont exactement :
A=a—bet g =a+(n—1)b. La matrice M, est-¢lle diagonalisable ?

Dans toute la suite de ce probléme, X et Y désignent deux variables aléatoires reclles\mdependqntes
définies sur un méme univers £ et suivant la méme ni. (:n suppose de plus que X et ¥ possédent une
espérance et une variance, €L on notera £ = E ( Y == £('} lespérance commune a X et ¥ ainsi que
V =V(X)=V{Y) la variance commune 2 X et Y.

On note My y ’application de Q dans .#,(R) définie par :

VoeQ,  Myy(@)=Myxuwyw

Pour ® € Q, on note A(m) = X(w) — Y(®) et p(w) = X(©) + (n—1)¥ (@) les valeurs propres de

My (w).¥(w):
Les probabilités qui interviennent dans la suvite, en particulier celles utilisant My y, ne font intervenir que

lesloisde X etde ¥

"Partie II - Probabilités associées aMxy

"*'i.. 22) Justifier que les fonctions A et y définies sur Q par @ — A{@) et ® — p(w) sont des variables
aléatoires réelles.
{ 23) Dans cette question, X et ¥ suivent une loi géométrique de parametre p dans ]0, 1. En utilisant les
' _valeurs propres de My y (©), déterminer ia probabilité que My y soit inversible.
% 24) Calculer la covariance de (4, 1) en fonction de la variance V de X.
Justifier que si » > 2, les variables aléatoires A et (2 ne sont pas en général indépendantes.



Partie III - Une loi commune

On pourra utiliser [ sans démonstration | les résultats suivants :

« une fonction de la variable réelle a valeurs complexes se dérive ou s’integre formellement comme une
fonction & valeurs réelles ; les théorémes usuels de I'analyse utilisés dans ce probléme sont encore
valables pour une fonction & valeurs complexes.

Par exemple, si x estun réel, on note e = cos(x) +isin(x) et la dérivée de ™ est ie™ = icos(x) —sin(x).

e si U est une variable 3 densité admettant une espérance et une variance et si @ est la densité de U
supposée continue ici, on appelle fonction caractéristique de U la fonction fy définie sur IR par :

for(x)= E(e‘xU) - /“"“"eixu(P(u)du

B R L) "y

s

(avec i € C vérifiant 2 = —1).
Cette fonction est deux fois dérivable & dérivée seconde continue sur R et ses dérivées sont obtenues
en dérivant sous le signe intégrale

oo oo

VxeR, f(x) =/ iue™ @(u)du = i/ ue™ou)du  fux)= w]+mzlzei”“(p(u) du

—oa —c0 —0a

; 22 L
e Six R, leconjugué de fiy(x) est fy(x) = E(e™™) =/ e ™ o(u)du.

e sideux lois U et V sont indépendantes, et si @ et b sont deux réels, fau oy = fau fov
o deux variables aléatoires réelles ayant la méme fonction caractéristique, suivent la méme loi.

% 25) Dans cette question, U désigne une variable 2 densité admettant une espérance et une variance.
Que vaut fy (0) 7 Exprimer "espérance et la variance de U a I’aide de f{; et de f7;.
26) Dans cette question U suit une 1o normaie cenicée @ scart-type C.

~ (a) Rappeler la densité de U.
(b) En utilisant une intégration par parties, montrer que pour éx réel, fi,(x) = —x0* fy(x).

(c) Déterminer la dérivée de la fonction x — fyr(x)- exp(—g—) et en déduire fy.

Jusqu’i la fin de cette partie, on suppose que X suit une loi & densité continue sur R et qu'il existe & réel
positif tel que X et A = o(X ~ Y ont méme loi. On suppose de plus que la variance V de X est non nulle,
On se propose de trouver la loi de X.

x27) En calculant 'espérance de oA, montrer que 1l’espérance E de X est nulle.

4 28) En utilisant une variance, montrer que & = 7_5 "

— 2
X X %
29) Montrer que pour tout x réel, )= —)- —) = —)| .
) que p . 'fx( ) fX(\/i) fX(\/?:) fx(\/i)
Ainsi, fx est & valeurs réelles positives.
30) On suppose qu’il existe x réel tel que fx(x) =0.
Montrer que pour tout z de N, fx ((7/%)7 = 0 et, par un passage & la limite, aboutir a une contradiction.

Ainsi, fx ne s’annule pas sur R.
/31) Justifier que la fonction g = Ino fx est définie deux fois dérivable sur R i dérivée seconde continue.

. . ; X P
32) Enutilisant la question 29), montrer que pour x réel, 2= —\7—5) et en déduire que g” est constante
sur R.
< 33) En déduire que fx(x) est de la forme exp(ax”) o a est une constante réelle.
34) Déterminer la loi suivie par la variable X.




