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La présentation, la Hsibilitd, ovthographe, la qualitd de la rédaction, la clarié et ta préeision dis paisonnements entreront
pour une part imporiante dans Vappréeiation des coples,

Les canclidals sont invilds & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs ealeuls.

Hs ne dotvent faire usage d'aucun document. Lutilisation de foute calculairice el de tout matériel électronique est interdite,

Seuile 'utilisation d'une régle gradude est autorisde,
St au cours de éprevve, un candidat repére ce qui Iui semble étre une erreur d'énoncéd, il la signalera sur sa cople el
panrsuivea sa composition en expliquani les ralsons des initfatives qu'll sera amend & prendre,

PROBLEME 1

Dans tout ce probléme, » est un entier supérieur ou égal & 2 et on note [1,n] I'ensemble des entiers
kvérifiant 1 < k < n.

On désigne par A une matrice carrée d’ordre n i coefficients réels égale i sa transposée : 'A = A,
Le coefficient de A situé sur la ligne i (i € [1,n]) et la colonne j (j € [[1,n]) sera noté ;.

On note E, le R-espace vectoriel des matrices colonnes a n lignes a coefficients réels.

Toute matrice réelle d ordre 1 sera confondue avec le réel la constituant.
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On fixe un vecteur non nul w = | | de E,. Pour x vecteur de E,, on pose :

y

£

-?-'2 L i
o ga(x) ='xAx. Ainsi,six= | " |,ona:ga(x)=} ): aj jXix .

: i=1 =1

n

A

e c(x)=ox)+ Waxs+ -+ Opxy— 1= Em,-.::,- —l="ox=1="x00-1.

jm]
On désigne par C I'ensemble € = {x € E,; c(x) =0}
On suppose que pour tout vecteur x non nul de £,, ga(x) = 0.
On se propose d’étudier Iexistence du minimum de g4 sur I'ensemble C.
La partie I1 est indépendante de la partie I si on admet les résultats qui y sont montrés.

Partie I - Existence du minimum

1) En résolvant I'équation Ax = 0 pour x inconnue de £,, montrer que la matrice A est inversible,
2) Montrer que A~ ='(A"").
3) Montrer que pour tout vecteur x non nul de E,, on a 'xA~1x = 0,

4) Montrer que pour tout vecteur x de E,, il existe un réel A unique et un vecteur h de E, unique
telsque x=AA" '@+ het'wh=0.

1
5) Montrer alors que si x vérifie ¢(x) =0, on a ga(x) = e +hAh.

6) En déduire que g4 admet un minimum sur C atteint uniquement en xo vérifiant Axp = Ag@

avec do = e

1 1 =1 1
Dans la suite de cette partie, n vaut3etA= | 1 2 2 ) s enfin, @ = 2) -
-1 2 11 3

i
7) Pourx= | v | dans E3, montrer que ga(x) = (u-+v—w)? + (v +3w)* +w? et justifier que
W

ga(x) = 0six#0,

u+v—w =24
w+2v+2w =24
—u+2v+ 11w =34
U+2v+3w =1

8) Résoudre le systeme d'inconnue (u,v,w, ) dans R :

9) En déduire le minimum de g4 sur C et le vecteur x atteignant ce minimum.
10) Retrouver ce résultat en étudiant les extrema de la fonction ¢ définie sur R? par :

1 =2v = 3w

P(v,w) = galx) ol x = V
"
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Partie II - La matrice de Hilbert

Jusqu'a la fin de ce probleme, n est de nouveau quelconque et pour 7 et j dans [1,z], on prend
| X

1 I X3
ajj= ————.Onchoisit = | | etdonc, pourx= |  |,ona:
H i+ i - 1 : :
1 An
" " H xli
&(x) = Ex,-—1 et galx) = E E o
i=1 i=1j=1tt 7=
11) Vérifier que ‘A = A.
X 1/ n 2
12) Montrer que pour x = | ! | dans E,, onaga(x) = [) (E xptt~ l) dr.
%, w1
13) Justifier que pour x dans £, non nul, g4(x) = 0.
X
XO
D’aprés la premiére partie, il existe un vecteur unique xp = '2 dans C minimisant g, et il existe
%

Ao réel unique tel que Axp = Apd.

i

On note F, la fonction polynomiale réelle définie par: Vi € R, F,(t) = E .xfr"'l.
k=1
1
14) Justifier que pour 1 < { < n, la i-tme coordonnée du vecteur Axg est A t=1P.(1) dt et que
cette coordonnée ne dépend pas de 7.

15) Montrer que pour toute fonction polynomiale réelle @ de degré inférieur ou égal an—1, on
a:

1
| ewrtdr=r00(1)

16) En déduire que F, est 'unique fonction polynomiale réelle de degré inférieur & n — 1 véri-
fiant :

fol(:—l)‘a(x)dr=o 1<ign—-1)
ﬂ1(1)=]
17) Déterminer .

i
18) Soit @, la fonction polynomiale réelle définie par: Vi € R, Q,(1) = [ Py(u)du et R, la
Jo

fonction polynomiale réelle définie par: Vit € R,  R,(t) = (t —1)F,(¢).
1 _ 1 .
Montrer que pour tout entier i de [[01n—2]],£ (t—1)'Qu(t)dt =£ (t—=1)'Ra(t)dt = 0.
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19) Justifier que I'ensemble F des fonctions polynomiales réelles P de degré inférieur & n et
1

vérifiant A (t=1)'P(t)dt = 0 pour 0 < i < n—2 est un R-espace vectoriel et que (2, R,) en

forme une famille libre.

20) Montrer qu'hormis la fonction nulle, il n"y a pas dans F de fonction polynomiale de degré
inférieur a n — 2,

21) Montrer que la dimension de F est 2.

22) En déduire que pour tout entier n avec n = 2, il existe des réels «, f et ytels que :

VtER, Phﬂ(’) mE ‘xpn(r) +ﬁQn(‘) + '}’Rn(r)

23) Déterminer Py par deux méthodes.

PROBLEME 2

On désigne par & = (Q,/,IP) un espace probabilisé.

Les variables aléatoires réelles utilisées dans ce probléme sont toutes définies sur ",

On notera 2# 'ensemble des variables aléatoires réelles positives et ne prenant qu’un nombre fini
de valeurs.

On rappelle que si X est dans & et si X(Q) = {x1,%2,...,%:}, 'espérance de X est :

E(X) = EI;:]P(X = %)
k=1

Si A est une partie de £, on désigne par 1, la fonction caractéristique de A définie par :

1l siwmeA

Yo € Q, lu(w)={0 sioda

Les trois parties de ce probléme sont indépendantes si on admet les résultats montrés dans la
premiére partie.

Partie I - Caractérisation de I’espérance d’une variable aléatoire

LA - Croissance de I’espérance sur &
Dans cette section, on désigne par X et X’ deux variables aléatoires appartenant & % avec X < X',
On note X (Q) UX'(Q) = {x),x3,...,%,} avec x) < x3 < -+ < xp.

n
24) Montrer que pour 1 =i = n,P(X =x;)) = ) P((X =x) N (X' =x))).

J=i
25) En déduire que E(X) < E(X’).
LB - Un passage i la limite

Dans cette section, on se donne une suite (X}, ), de variables aléatoires de 5. On suppose cette
suite croissante, ¢’est-a-dire que pour tout n de M, X, < X,..1.

26) Justifier que pour tout @ de £, la limite de la suite (X, (@)),en existe dans R U {+e=},
Justifier aussi I"existence de la limite de la suite (E(X,)), e dans R U { 4o},
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Soit X une variable aléatoire de & avec pour tout @ de Q, X(w) = RETHX,;(QJ).

Pour ¢ réel avec 0 =1 < | et ndans N, soit E,(f) I'événement : E, (1) = {w € O X,(@) = 1X(w)}.
27) Justifier que la suite (E,(r)),en est croissante (au sens de I'inclusion) et de réunion .

28) Montrer que la variable aléatoire X, avec X, (@) = t1g, ) (@) - X (@) vérifie : E(X}) = E(X,).
29) En déduire que (E(X) < u]_i*T“E(X,,) puis que E(X) = HETWE(X”)'

I.C - Limite d’une suite d’espérances

30) Soit X une variable aléatoire quelconque (discréte ou non) positive,
Soit (X, )nen une suite croissante de variables aléatoires de &7 qui converge vers X, ¢’est-h-dire

telle que : Voo € 0, nmﬂxﬂ(m) =X (@).
Montrer que ﬂl_i_q_le(X,.) ne dépend pas du choix de la suite (X,),en vérifiant les hypothéses
précédentes.

31) Dans cette question, on désigne par X une variable aléatoire discréte prenant ses valeurs dans
I{ et admettant une espérance. Pour k dans N, on pose Ay = {w € Q; X(@) = k}.
n

Enfin, on pose X, = z k1a,.

k=0
Déterminer X, (£2) et justifier que la suite (X,),em €st une suite croissante de variables aléatoires
de # qui converge vers X. Quelle est la limite de la suite (E(X,))pen ?

Dans la suite du probléme, on admettra le résultat suivant généralisant ce qui vient d’étre montré :

Soit (X,),em une suite croissante de variables aléatoires quelconques convergeant vers
une variable aléatoire X. Alors la suite (E(X,))nen converge vers E(X).

Partie II - Parties positive et négative d’une variable aléatoire
Si f est une fonction réelle de la variable réelle, on pose, pour f réel :

f*(t) = max(f(1),0) et f~ (r) = max(—[(1),0)

32) Exprimer, pour 7 réel, f(r) et |f(¢)| a 'aide de f*(¢) etde f~(1).

33) En déduire que f* et f~ sont continues sur I si et seulement si f est continue sur .

Partie III - Démonstration de la formule de Stirling

On se propose de montrer la formule de Stirling : n! b V2rn.n".e™",

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires.

On dit que X, converge en loi vers une variable aléatoire X, si pour tout fonction f continue sur [
et bornée, la suite (E(f(X,)))nen converge vers E(f(X)).

On rappelle enfin le théoréme de la limite centrée :

Soit (X, )nene une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et suivant une méme
loi d’espérance finie E et admettant une variance finie V.

|+ X34+ X, —nE
Alors

i

converge en loi vers une loi normale .47 (0, V).
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34) SoientX etY deux variables indépendantes, suivant une loi de Poisson de parametres respec-
tifs A et u. Déterminer la loi suivie par X + Y.

On admettra plus généralement que la loi suivie par une somme de n variables indépendantes
suivant une loi de Poisson de paramétre 1, suit elle-méme une loi de Poisson de paramétre .
Jusqu'a la fin de ce probléeme, on considére une suite (X),),en de variables aléatoires indépen-
dantes suivant une loi de Poisson de parametre 1.

Xi+X%4++X,—n Xi+X+ 4+ X,—n
On pose Z, = ! 8 = 4 ¢;z;=( 1 2 \/ﬁ L

) la partie négative de 2,
(notations de la partie précédente).

- . (" - k) —n"k : -
35) Montrer que E(Z, ) = Ewe i puis que E(Z, ) =
36) Montrer que Z,, converge en loi vers la partie négative Z~ d’une variable aléatoire Z suivant
une loi normale centrée réduite.

va-nte "

n!

37) Caleuler E(Z™) et en déduire la formule de Stirling.

7/8
Tournez la page S.V.P.



“ 4
BCC -

BANQUE COMMUNE DEPREUVES

Conception : ESSEC

Filiére Littéraire

Programme ENS B/L

SCIENCES SOCIALES

Mardi 5 mai 2015, de8h.a 12 h.

L'entreprise, institution citoyenne ?

N.B.: Il n'est fait usage d'aucun document et l'utilisation de tout matériel électronique n'est pas autorisée,

8/8

IMPRIMERIE NATIONALE - 151223 - D'aprés documents fournis



