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PROBLEME 1

On désigne pu f la fonction définie sur ]0, 1[ par :

.f(*):.(,*#)
où ln désigne la fonction logarithme népérien.

La partie II est indépendante de la partie I si on admet les résultats qui y sont molltrés.
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Partie I - Etude de /
1) Déterminerl'unique réelxde ]0, 1[ tel que./(r) : O.

2) Donner un développement limité à l'ordre 1 au voisinage de 0 à droite pour la fonction /.
3) En déduire que / est prolongeable par continuité en 0 et que la fonction prolongée obtenue est

dérivable en 0. On donnera l'équation de la tangente en 0.

4) Justifier que -f est dérivable sur ]0,1[et exprimer ft(x), pour.r dans ]0,L[, en fonction de

,: -L seulement.' ln(x)

5) En déduire l'existence et l'unicité d'un réel xs de ]0, 1[ que l'on précisera tel que "f'(ro) 
: 0.

6) Dresser le tableau des variations de / sur ]0, 1[.

'7) Justiûer que pour tout.r de ]0, Ll, f @) < x.

Partie II - Étude d'une suite récurrente
Jusqu'à la fln de ce problème, on désigne pat u ou (ar)rEry la suite définie par :

I l^ trI "o.lr,;L
[Vne N,iln+r:f(u,)

où e désigne exp(1)

On admettra Ie résultat suivant :

si v et w sont deux suites réelles positives vérifiant ," î*wn 
et si la série I

ne§l
u7x üvage, alors :

à* nl+*F-*u

II.A - Résultat préIiminaire
Dans cette section, a désigne un réel de ]0, 1[.

8) Montrer que pour to:utn dans N svsçn) 2;

fn'!!.É 1 . ["4!lz t"-fka-Jrla

9) En déduire unéquivalert a. f $ to.rq,r, ntendvers foo sous la forme ctnb avec a etb Éels
k:1 N

à déterminer.

II.B - Étude de Iasuite a

10) Montrer par récurence la propriété <<un estbien déf,ni et appartient a 

-l 

O, I frr.' rr 
)'el

11) Étudier 1es variations de la suite a et en déduire que cette suite converge.

12) Montrer qor ,[,Trr,, 
: 0 (on pourra raisonner par 1'absurde).

2t5

Tournez la page S.V.P.



U.C - Convergence de la série I un

neN

13) Si (er,)r.ry est une suite de limite nulle, rappeler un équivalent de (1+ cn)z - 1 lorsque n teîd
vers *-.
T4) Monû.er que lorsque n tetd verc +oo, lnz(una) -t*(u") est équivalent à une constante

strictement positive Ê qu" l'on déterminera.

15) En déduire, en utilisant le résultat encadré admis, que 1n2(u,r) nï+*§n'

16) Montrer que ,H*( r?un) :0 et en déduire que la série f,4,, convel3e'
neN

II.D - Recherche d'un équivalent ùe un

Dans le reste de ce problème, on pose vn:k?(un) -2n.

17) Donner un développement limité à l'ordre 2 en 0 pour la fonction x r+ ln(1*x) et trouver un

équivalent de vn,r1- v,, lorsqu e n tendvors {co sous la forme 4 uu""A et y réels à déterminer.

18) En déduire un développement deln(un),lorsque n tendvers +oo, de la forrne :

ln(un): a",fr,*b+o(1)

où a et b sont des réels à déterminer.

19) En déduire un équivalett de un au voisinage de **.

PROBIÈME Z
Dans ce problème N est un entier naturel supérieul ou éga1 à deux. Toutes 1es matrices considérées

dans ce problème sont à coefficients réels'

Si A est une matrice carrée, le terme situé sur la ligne I et la colonne j de A sera noté A;,;.

Si C est une matrice colonne, Son terme situé sul la ligne I sera noté Ç.
Si L est une mafrice ligne, son terme sinré sur la colonne j sera noté Li.
La partie tr est indépendante de la partie I si on admet les résultats qui y sont montrés.

Partie I - Une norme matricielle
Dans cette partie toutes les matrices considérlîsont carrées d'ordre N - 1.

SiA estune maffice, on pose llAll : ,;2p_, f, lA;,y1.

20) Montrer les résultats suivants :

(a) Pour toutes maûices A et B, llA+Bll < llAll + llBll.
(b) Pour toute maffi ce A et tout Â réel' ll ÂA ll : IÀ I llA I I'
(c) Pour toute matriceA, llAll - 0 <+A:0.
2l) SiA etB sont des matrices, majorer llABll àl'aide de lpli et de llBll.

22) EndéduirequepourtoutematriceA,ettoutentiernafurel n,llA"ll < llAllti.
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Soit (A")ruN une suite de matrices et soitA une maffice.
On dira que la suite (An),?€N converge versA *i rH; llA"-All:0 et on noteraA: rlA(Ar).
23) Montrer qu'une suite de ma[ices can'ées (An)nex conyerge vers une mafrice carrée A si
et seulement si, chaque suite des coefficients de A, converge, lorsque n tend vers +oo, vers le
coefflcient correspondant de A.

Le reste de cette partie consiste à étudier un exemple fondamental. On notera 1la matrice unité
(dont les termes diagonaux valent 1 et dont les aufres coefficients sont nuls).

SoitÀ une maüice vérifiant llAll < 1. On pose ,S,, : LOn.
&:0

24) SoitCune maffice colonne àN- l lignes telle que AC: C;enconsidérant G où I estun
entier de [1,]{- 1l tel que lc,l : ,<ffi_,lCll, montrer que C est nulle. Que peuron en déduire

concernant f inversibilité delamatrice I -A?
25) Justifier que (r -A)5" - 7 -an1-7.

26) Montrer que la suite de matrices (A')rex converge vers la matice nulle et en déduire que la
suite de matrices (Sr)res converge et que sa limite est (/ -A)-1.

Partie II - Évolution probabiliste d'une maladie
Dans cette fin de problème, on étudie l'évolution d'une maladie au sein d'une population de N
individus au cours des semaines supposées indexées par NI à partir de la semaine 0.
On fera les hypothèses suivantes :

o il existe un espace probabilisé 5: : (Q,d,P) tel que pour tovtn de N, le nombre d'indi-
vidus malades la n-ème semaine définit une variable aléatoire sur d notée If, pow laquelle
&(o) c [0,N]

r le nombre de malades, une semâine donnée, ne dépend que du nombre de malades la se-
maine précédente. Plus formellement, pour tout ru de N, pour tous xofitt... txn*t de [0,N],

tr(Xr+r : xn+t/Xn: xnrXn-t:xn-tt...,Xo:x0) :tr(Xr+r :xn41f Xn:xn)

r il existe p réel dans ]0, 1[ que 1'on peut qualifier de «facteur de résistance>> te1 que pour une
persorule saine, au contact de I malades avec I e N, la probabilité de rester sain est p'.

o un individu atteint de la maladie à la n-ème semaine, n'est plus malade àla (nf 1)-ème
semaine.

o des personnes saines tombent malades ou restent saines de façon indépendante.
La matrice ligne à N+ 1 colonnes (p(A : O) P(& : 1) P(X, : N)) sera notée L(n).

27) Justifier que pour tout /, de N, pour tous i et 7 de [O,ff] (en supposant p(X, : l) > 0) :

sil*7<N
sinon

Dans la suite, on notera P Ia mahice carrée d'ordre N+ 1 dont le terme sinré sur la ligne I * 1 et Ia

colonne i* 1 est Pi+t.i+r: {(;t 0 * p\i p\ry-'-i) si i *i < N-L1rr' 
[o sinon

28) Que valent alors l'espérance et la variance de la variable aléatoire Yi avec f,(§l) C N déûnie
par tr(f; - k) :p(X"+r : k/Xn: i) pour 0 < k < I/- I (avec i fixé)?

tr(&+r : i /xn- l) : { 
(';) (t - pi)i pi(N-'-i)

-lo
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29) Monffer que la matrice P est de la forme :

où C est une matrice colonne à N - L lignes que l'on déterminera et Q est la maüice canée d'ordre

N- 1 dont le terme situé sur'la ligne i et la colonne i est P;a1,;11.

30) Montrer que pour tout /, de N, ;,(n|1) : 7@) p et en déduire L@) enfonction de P , n et .L(0) .

3t) Exemple : N:2 /t o o\
pour N:2, montrer que pour rt) l,Pn est de la form* l*, !i. 9 I ** xn*ÿn: 1 et en

\r o ol
déduire la loi de Xn enfonction de a, b, c et n où l'on a no6 ;(o) : (a b ,).

Partie Itr - Temps d'éradication de la maladie
Dans cette partie, on suppose que pour i entier dans [0,N], on a lP(Xo : ,) > 0. On rappelle que

I'on définit une probabilité IP; sur d par :

VA e .d, pi(A) : P(A/Xç: i)

Toutes les probabilités utilisées par la suite sont relatives à lF;.

On note T : rn:n{n e N; & : 0} et on admet qtre T définie une variable aléatoire stx €, représen-

tant le temps d'éradication de la maladie. On se propose de monfl'er que tri(F) : L où F correspond

à l'événement <<7.est finil> (autr'ement dit, on va montrer que I est lP;-presQue sûrement f,ni).

32) Dans cette question, i : 0 ;justifier que tr;(T : 0) : 1.

33) Dans cette question, i: N; quelle est la loi de I (relativement à F;) ?

Dans 1a suite de ce problème, pour a dans NI, on note C(") h maffice colonne à N - 1 lignes dont

le terme situé surlaligne l, pour 1 < i < N- 1, estP;(7: n).

34) Soit a entier supérieur à deux. Montrer que pour 1 < i < N- 1 :

IP(f : nfxo:i) :le( T:nlXr:k,Xo:,)p(Xr :klXo:i)
k:l

35) En déduire que pour a entier supérieur à L, Cfu) : gç(n-t) (où 0 est définie dans la partie

précédente).

36) Montrer que llQll < 1.

37) Montrerque (/ -OU: Coù U estlamatdce colonne àN- l lignes constituées de l etoù
C est déflnie dans la partie précédente.

38) Montrer que la série f.f i(T:n) converge, calculer sa somme et en déduire que I est
neN

F;-preseue sûrement fini pour tout i de [1 , N - 1n .
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