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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n’est autorisé, L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule 'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

EXERCICE

Dans cet exercice :
e On note E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2 avec K = R ou C.
e On désigne par v un endomorphisme de E diagonalisable sur E possédant au plus deux
valeurs propres A et 4 dans K.
On notera E; (resp. E,) I’espace propre de v associ€ a la valeur propre A (resp. W).
On posera p = dim(Ej ) et ¢ = dim(Ey,).
On s’intéresse a I’ensemble & des endomorphismes u de E vérifiant :

Uu=vou—+uov

1) Montrer que & est un K-espace vectoriel.
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2) Déterminer & lorsque A = . (On distinguera les cas A = = et A =t 5)'
Dans toute la suite de cet exercice, on suppose que A # L.

A - Un premier cas particulier

Dans cette section, on suppose que 1L # 1 —A. Soitu € &.
3) Montrer que tout vecteur propre de v est dans Ker(u).
4) En déduire que & = {0}.

B - Un second cas particulier

Dans cette section, on suppose que A+ =1 et A # u. Soitu € &.

5) Montrer que u(E,) C Ey et u(E,) C Ey.

6) Montrer que réciproquement, si u est un endomorphisme de £ qui vérifie u(Ey) C E et
u(Ejy) C Ey, alors u est dans &. (On pourra travailler matriciellement dans une base de E obtenue
par concaténation de bases de E) et de E,).

7) Déterminer les endomorphismes u de E vérifiant uou = u et appartenant a &

8) Montrer que & contient des endomorphismes u vérifiant u o u = idg si et seulement si p = q.
9) Déterminer la dimension de & a I’aide de p et q.

PROBLEME

On admettra le théoreme de Cesaro suivant :

Théoréme de Cesaro : Si (un)nen est une suite de réels convergeant vers £ € R,
n

alors la suite (v,),>1 avec v, = Z uy converge elle aussi vers 4.
i n
k=1

Dans ce probleme, on désigne par (,.27,IP) un espace probabilisé.
Toutes les variables aléatoires sont a valeurs réelles et définies sur €2.
On rappelle que si X est une variable aléatoire et si x est un réel :
(X =x) (resp. (X > x)) désigne I’événement {® € Q | X (w) = x} (resp. {w € Q| X(w) > x}).
Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires et X une autre variable aléatoire. On dit que la suite
(Xn)neN (ou tout simplement X,,) converge :

e presque siirement vers X si :

il existe A € o avec P(A) = 1 tel que pour tout @ € A, ngr}rlen(a)) =X(w)

e compléetement vers X si :
pour tout € > 0, la série Z P(|X, —X| > €) converge

neN
On remarquera que dans ces deux définitions, quitte & remplacer X, par X,, — X, on peut se ramener

au cas ou X = 0, ce qu’on supposera par la suite.

Le but du probléme est d’étudier le lien entre la convergence presque siire et la convergence com-
plete de suites de variables aléatoires.

On démontrera dans la partie II, que la convergence compléte entraine la convergence presque siire
ce que I’on résume schématiquement par :

[ convergence complete = convergence presque siire ]

On pourra admettre cette implication pour traiter la partie I.
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Partie I - Exemples et contre-exemples

A - Loi de Bernoulli

Dans cette section, on se donne une suite (py,),cN a valeurs dans |0, 1] et, pour n dans N, X, désigne
une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de parametre p,,.
Ainst, Xa(Q) = 10,1} ef B(X, = 1) = p,.
On pose, pour ndans N, 4, = {0 € Q| X,(w) =0} et B= | J ([ 4p).
n>0 p>n
10) Pour € > 0, déterminer P(|X,| > €) et en déduire que X, converge compleétement vers 0 si et

seulement si la série Z DPn converge.

neN
11). Soit € Q. Montrer que ® € B si et seulement si X, (@) = 0 a partir d’un certain rang.

12) En déduire que la suite (X;,) ey tend presque sirement vers O si et seulement si P(B) = 1.

B - Minimum de lois exponentielles

Dans cette section, on désigne par (X,),cn une suite de variables aléatoires indépendantes, la
variable X,, suivant une loi exponentielle de parametre 4, > 0.

Pour n dans N, on pose M, = min X),.
0<p<n

n
13) Soit € > 0. Montrer que P(|M,| > €) = exp(—¢ Z Ak).
k=0
14) Dans cette question, on suppose qu’il existe A > O tel que Ve € N, 4, > A.
Montrer que la suite (M, ),en converge complétement vers 0.

. 1, .
15) Dans cette question, on suppose que A, =1In(14 =) sin > 1et g =0.
n
Montrer que la suite (M,),en ne converge pas completement vers 0.
C - La convergence presque siire n’entraine pas la convergence compléte

Dans cette section, on désigne par (X,),cn une suite de variables aléatoires indépendantes avec
Xo=1etpourtoutn >1:

X,(Q) = {0,n} IP’(Xn=n)=nl—2 P(Xn=0)=1—%

16) Pour p entier naturel non nul, on pose u, = H (1 — ,—2> :
j=p+1 J

Montrer que gril up = 1 (on pourra encadrer In(u,)).

p {eo)

17) Justifier que (X, ),en converge complétement vers 0. Pour la suite de cette section, on remar-
quera que (X, ),cn converge presque siirement vers 0 d’apres un résultat admis.

n
S
18) On pose,pourn>1, S, = Z X, Y, = =~ et Yy la variable aléatoire nulle.
n

k=1
Montrer que (¥,),en converge presque sirement vers 0.

Pour p et k entiers naturels non nuls, avec p+1 < k < 2p, on note Ay I’événement :
A= Xe=k)N(Xpy1 =0)N Xy =0)N -+ N (X2, = 0)
avec la convention Az, = (X2, = 2p).

] & 1
19) Donner P(A,) et justifier que pour p+1 <k <2p—1,P(A;) = ) H (l - 7).
j=k+1
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1
20) Montrer que | J Ag estinclus dans I'événement (Y2, > 5)

k=p+1
1% &9
1—— =
< J2> k_Z k?

1 1
22) En déduire que pour p assez grand, P(|Y2,| > 5) = 35 conclure que la suite (¥,),>0 ne
» >

s R g ] 2p
21) En déduire que P(Yp, > 5) > j:l;;[l-l

converge pas complétement vers 0.

Partie II - Liens entre convergence presque siire et convergence
: complete

Pour traiter cette partie, on admettra le lemme de Borel-Cantelli :

Lemme de Borel-Cantelli : Soit (A,),en une suite d’événements de 1’espace pro-
babilisé (Q,27,P). On pose E = ﬂ (LJAy):

p=0 g>p
o Silasérie ) IP(A,) converge alors P(E) = 0.
n>0
e Silasérie Z P(A,) diverge et si les événements A, sont indépendants alors
n>0

P(E) = 1.

Dans cette partie on considére une suite de variables aléatoires réelles (X, ),eN.

A - La convergence compléte implique la convergence presque siire

Dans cette section, on suppose que la suite (X, ),en converge complétement vers 0.
23) Soit (uy)nen une suite réelle. Montrer que I’on n’a pas lir_I‘rl u, =0 si et seulement si :
n—r—o°

S| =

dneN* ,VpeN,JgeN, g>pet|uy| >

1
24) Si on note, pour n dans N*, E,, I’événement ﬂ (U (1X4] > —)) , montrer que I’ensemble
peN \g=p #
B des o de Q tels que la suite (X,(®)),en ne converge pas vers 0 est exactement | | E,.

neN*
25) Justifier que B est un événement et que P(B) = 0. Conclusion ?

B - La convergence presque siire implique la convergence compléte dans le cas
d’indépendance

Dans cette section, on suppose que la suite (X,),en est constituée de variables indépendantes et
converge presque stirement vers 0.

Pour € >0 et n € N, on appelle A, I’événement (|X,| > €) et on suppose que la série Z P(A,)
neN
diverge.

26) Montrer que I’événement ﬂ (|J Aq) est de probabilité 1.
peN gzp
27) En déduire qu’il existe deux événements disjoints de probabilité 1 et aboutir & une contradic-

tion.
28) Conclusion ?
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L’épargne, vice ou vertu ?

N.B. :

Aucun document n’est autorisé. L’utilisation de toute calculatrice et de tout autre matériel électronique est
interdite.

Il sera tenu compte des qualités de plan et d’exposition, ainsi que de la correction de la langue.
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