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La présentation, la lisibilité, lorthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront

pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule l'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Si au cours de 'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble Etre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené d prendre

L’épreuve est constituée de deuz problémes indépendants.

Probléme 1

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul et on note E, ’esp
de degré inférieur ou égal & n. On confondra polynéme et fonction polynomiale associée.
On note B = (€, €1, . -, €x) la base canonique de E,, ot, pour tout i de [[0,n], le polynome e;

ace vectoriel des polynomes & coefficients réels

est défini par : e;(z) = 2.
i1
On considére la famille de polynomes (Hp, Hi,. .., H,) définie par : Hy=1et Vi € [1,n], Hi(z)= x—(z—sz)——

Pour tout élément P de E,, on définit f(P) par : (f(P))(z) = zP(z) + (z - 1) /x P(t)dt.
0

Partie 1
1. (a) Vérifier que f(P) est un polynéme et que (f(P))(0) = (f(P))'(0) =0, on (f(P))
(b) En déduire que pour tout P de Ep, le polynéme f(P) est divisible par z2.
(c) On définit sur E, l'application T par : pour tout glément P de En, f(P)(z) = z*(T(P))(z), c’est-a-dire que
(T(P))(z) est le quotient dans la division euclidienne de (f(P))(z) par z*.
Montrer que T est un endomorphisme de Ei,.

! est la dérivée de f(P).
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2. (a) Soit M la matrice de T dans la base B. Montrer que M= 3
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(b) Déterminer les valeurs propres de T' et en déduire que T est diagonalisable.



3. On considére la famille (Qo, Q1, .. .,Qn) d’éléments de E,,, ou Qo = 1 et pour tout i de [1,7], Qi(z) = Hi(z — 1).
(a) Etablir pour tout i de [0,n], la relation suivante : Q; = Hi ,,ou H,, est la dérivée de H,.,.

. (b) En déduire que le sous-espace propre de T associé & la valeur propre - est le sous-espace engendré par le
K3

polynéme @Q;.
4. On note pour tout ¢ de [1,n] et tout entier naturel j, Hi(j ) la dérivée d’ordre J de la fonction H;.

+1

(a) Montrer que pour tout entier j inférieur ou égal 4 7, on a : Hi(j Nz) = H;_;(z - 7).

_ (b) Calculer pour tout j de [1,n], H,.(j)(j).
(c) Montrer que la famille (Hy, Hy,...,H,) est une base de E,,.

; n
¢ (d) Montrer pour tout polynéme P de E,, la formule suivante : P = ZP(i) (2)H;.
=0

Partie 2

Les notations sont celles de la partie 1.
Soit n un entier supérieur ou égal & 1. Une urne contient une boule rouge et n boules blanches. On effectue dans cette

urne des tirages successifs d’une boule « au hasard »selon le protocole suivant :

e si la boule tirée est rouge, elle est remise dans 'urne;

e si la boule tirée est blanche, elle n’est pas remise dans I'urne.

On note X la variable aléatoire constante égale a n. Pour tout entier naturel j non nul, on note X ; la variable aléatoire

égale au nombre de boules blanches contenues dans 'urne a Iissue du j*™® tirage.
Les variables aléatoires X; (j € N) sont définies sur un espace probabilisé (2, A4, P).

P([X; = 0])
. : : . _ ; P([X; =1])

On considére pour tout entier naturel j, la matrice colonne U; de M,, ., 1(R) définie par : U; = ]
P([X; =nl])

On note pour tout entier naturel j, G; la fonction polynomiale définie par : G;(z) = Z]P’([X ;= k])z*.
i : k=0

5. Montrer pour tout entier naturel j, la relation suivante : U;; = MU;.
6. En déduire pour tout entier naturel j, les formules : G;1, = T(G;) et G; = T?(Gy).

: 2, /n %
7. (a) Vérifier que Go(z) = ,; (k) (z—1)".
(b) En utilisant la formule obtenue a la question 4.(d), montrer pour tout k de [[0,n], la relation suivante :

(e TiP ii! (’;)ik‘ng(m)

=0

n

(c) En déduire que Gp(z) = Zi! (?) (1+44)""'Qi(x).

=0

(d) Donner alors pour tout entier naturel j, I’expression de G; comme combinaison linéaire des polynémes Qo, Q1,. .., Qn-
; ARKE G (0)
8. (a) Montrer pour tout couple (7, k) d’entiers naturels, I’égalité suivante : P([X; = k]) = I

(b) En utilisant la question 4.(a), montrer que pour tout entier naturel j, la loi de X; est donnée par :

n—k
veelonl, BX; = k)= GE+)(}) S0 ("7 F)arivprr

=0
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Probléme 2
Partie 1

On considére les suites (an),,51,(Sn)ns; €t (Hp),, définies par :

Yn>1, H, =

(b) En déduire que la suite (Sp)n>1 est majorée.
2. (a) Montrer que la suite (S,)n>1 est convergente et que sa limite v appartient & [0, 1].
(b) En déduire la valeur de la limite suivante : lirf (In(n) — Hpt1)-
n—-+4-oc

Partie 2
1
Sous réserve de convergence, on pose : Iy = / In(t)dt, et pour tout entier k supérieur ou égal & 1,
0

I o= /0 1(1 — t)* In(t)dt.

3. (a) Montrer que l'intégrale définissant I est convergente et donner sa valeur.
(b) Montrer que pour tout entier k supérieur ou égal & 1, I'intégrale définissant I; est convergente.
4. (a) Etablir pour tout entier k supérieur ou égal 4 1, la relation suivante :

1
I, =11 -/ t(l — t)k—l ln(t)dt
0

(b) A l'aide d’une intégration par parties dont on justifiera la validité, montrer que l'on a :

: I |
— )1 TS L T, RO
/0 (1 - e = 4 gy
(c) En déduire pour tout entier naturel n, 1’égalité suivante :
n+1
1
(n + 1)In = — Z 76-
k=1

5. (a) Etablir pour tout entier naturel n non nul, I'égalité suivante :
1/ t\" In(n)
o e =1,
n/o In(t) (1 n) dt i

(b) En déduire la valeur de lim / In(t) (1 - t) dt.
. n—+oo Jq

n

Partie 3

Les notations sont celles des parties 1 et 2.

1
Sous réserve de convergence, on pose : Jy = / ln2(t)dt, et pour tout entier k supérieur ou égal a 1,
0 .

Jy = /0 1(1 — t)* In®(¢)dt.

6. (a) Montrer que 'intégrale définissant Jy est convergente et donner sa valeur.
(b) Montrer que pour tout entier naturel k non nul, 'intégrale définissant J;. est convergente.



7. (a) Etablir pour tout entier k supérieur ou égal a 1, la relation suivante :
1
Jp = Jg-1 — / t(1-ptt In?(t)dt
0

(b) Montrer pour tout entier naturel k non nul, la relation suivante : (k+1)Jx — kJx—1 = =2I.
" (c) En déduire les égalités suivantes : :

n+l k 1 n+1 1 n+1
pour tout entier naturel n, (n + 1)J, =2 Z Z —et (n+1)J, = (Z _) + Z 7

k=1 i=1 k=1

8. (a) Etablir pour tout entier n supérieur ou égal a 1, les égalités suivantes :

i/nlnz(t) 1—ﬁ)ndt— B
" Jo n T n+1

i, AL /n In?(z) (1 - f)ndt = (In(n) + (n+ DI)* — (n+ 1’2 + (n+1)Jn
n Jo n

In?(n) + 2nln(n)I, +nJ,

\

=i o9 % 5 t\" n2
= ; _ 2
(b) On admet que ,?=1 2= Montrer que nhrf /0 In“(¢t) (1 = ;> dt = = +7°.

Partie 4
On considére une variable aléatoire réelle X définie sur un espace probabilisé (£, A, P) et suivant la loi exponentielle de
paramétre 1. On pose : ¥ = —In X, et on admet que Y est une variable aléatoire définie sur le méme espace probabilisé
(2, A,P).

On admet dans cette partie ’égalité suivante, valable pour tout entier naturel m :

“+00 n n n
/ In™(t) lm (1 - i) dt = lim In™ (t) (1 - —) dt
0 n—+00 n n—+o00 Jqy

'(a) Déterminer la fonction de répartition Fy de la variable aléatoire Y.

(b) Donner une densité fy de Y.
0. - (a) Montrer que Y admet une espérance, que I’on note E(Y).
(b) En utilisant I’égalité admise dans le préambule de cette partie, calculer E(Y).

(c) Calculer de méme la variance de Y, que I’on note V(Y').
£1. On considére une suite (Yn),>; de variables aléatoires indépendantes, définies sur le méme espace probabilisé (£2,.4,P)

et suivant toutes la méme loi ¢ que Y.

On pose, pour tout entier naturel n non nul : Th= - Z Y.

~ (a) Calculer E(Ty,) et V(Ty).
" (b) Justifier que la suite de variables aléatoires (\/gﬁ (

Th= .
"ﬂ_ 7)) converge en loi vers une variable aléatoire de
neN~

loi normale centrée réduite.



