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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédactian, la clarté et la précisian des
raisonnements entreront paur une part importante dans I'appréciatian des copies.
Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultçts de leurs calculs.
Ils ne doivent faire usage d'aucun document L'utilisation d,e toute calculatrlce et de tout matériel
électronique est interdite, Seule I'utilisation d'une règle graduée est autorisée.
Si au cours de l'êpreuve, un candidot repère ce qui lui semble être une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa

copie et poursuivrq so composition en expliquant les raisons des initiqtives qu'il sera qmené à prendre.

L'ép,r'euae est, cmwti,tuée de gtüre erereicel ind,épend,ants.

EXEÏICICE I.

r*æ
1. Montrer que pour tout r réel, i'intéSrale / e-t" àt est convergente,

Dans toute la suite d,e l'entrci,ce, on note f la funeti.on défini,e sur R, à ualeu,rs réelles, telle que :

vr € a,, f @) : "" {*n "-" dt.
J.

2. Justifier que / ast de classe Cr sur R et mootrer que sâ fonction dérivée f' vérifre la relation:

Vr € R., l'(*) : -1+ zxf (x) .

a.a) Étabtir pour tôut t&l t) 0, f inégalité: Zal(u) ( 1.

b) En déduire la limite de f(z) lorsque s tend vers +oo.

c) Qrrel est le signe de f'(*) poru'e ) û?

4.a) En utilisant une densité d.e loi norruale, donaer la valeur de l'intégral" ,[ u-" dt.

b) En déduire la valeur de f(0) ainsi que la limite de J(r) lorsque r tend vers -oc.
c) Dorurer pour tout r r'éel,.I'expression de /(r) + 1{-r} en fonction de s.

d) En dértuire le signe de f'(r) pour r ( 0.



r.A
S.Ptrurtouts)0et tout A)0, onpose:/a(r): / e-" dt.

Jr
a1 À t'aide d'intégrations par parties, établir la relation :

vr> o. t@)::- :+ 4 S"* {at.2u 4t3' 4 J, 7a

b) En déduire que J(c) es"t équivalent e I U*q,r" u tend. vers *oo.'2r
S"a) Moatter que / est de classe C* sur R-

b) On pçse ,{0) : f et pour tout entier n } 1, on :rote J(,,) tra dérivée n-ième de /.
Établi, pour tout entier naturel n, l'existence de deux fonctiorx; polynôrnes Po et Qn telles que pour

tout r réel, on a : /(*)(r; : P^(r)!(u) + Q"{r).
c) Déterminerr pou n ) L, les termes de plus haut degré respectifs de P* et Qo.

7.a) Établir pour tout entier n ) 1, la relatioa i pour iolrl s réel. /("+1)( t) :2af@)@) +Znlb-t)(r).
b) Montrer que polu tout entier naturel n, la fonction J admet au voisinage de 0 un développement limité

d'ordre n qui s'écrit f {ù :ÿor** * o(æn).
k:o

Calcrüer as. Exprimer pour tout entier k ) 1, az*+t en fonctioa de a2p-1, puis a26a2 en fonction de a2p.

c) Calcuier az*+t & azk+2 en fonctioa de È.

EXER,CICE 2

Dans tout l'exercice, n est un entier supérieur ou égal à 1 et .E est un espace vectorie] de dimerx;ion n.

On note idB l'endomorphisare identité de B. Si / est u.n endomorphisme de .8, on pose .f0 : ids et poul tout
entier m>1, l*: I " I o,'.oJ. Onnote 0416y l'endomorphismenul de E et0B levecteur rurl de,E.

ra Jois
L'objectif de cet exercice est de montrer que poü tout endomorphisme f aon nul de -8, il existe un eutier
naturel p nol nul tel que }Ke{!t1G Im{/e) : -E et de dételminer L'entier po qui est le plus petit rles entiers p

pour ltsqtels cette égalité est vériûée.

1.a) On suppose que I'endomorphisme / est bijectif. Déterminer pe.

b) On suppose que / est diagonalisable et non biiectif- Montler que Ker/ O Imf : g.

2. Soit / un endomorphisme de .E vérifiant la relation : I " {l - idr)2 : Oa(E).

a)Calcuim (f -ida)z a/o(2idB-fl.
b) En déduire que Ker/ O Im/ : ,o.

3. §crit rn un entier supérierrt ou égal à 1. On suppo.§e dans cette qutstion l'existence de reels a\, a2, . . . , &rn

{ryec a1 f 0, vérifiarr.-t la relation : aj *orl'*".,*a*l* :0L6).
Montru que KerJ 0Im/ : 6.

4. On suppose dans cette question que -E: Ra. On note Ë : (et,e2,ag,e4) ia base canonique de Ra.

Soit / l'endomorphisme de fla dorrt la matrice .4 dans la base 6 est définie par :

A-

a) Vériûer que Im/ O Ker/ I {0n"}.
b) Calculer Az et A3. En déduire le plus petit des entiers p pour lesqueis on a : Ker(/r) G Im(/p) : E,4.

filii)

Tournez la page S.V.P.



5. Dans cette question, o:r revient au câs général où n € N*. Soit f u:r endomorphisme non nul de .8.

a) ÉtaUtir pour tout eatier naturel k, L'iaclusion: Ker(/À) c Ker(J*+r).
b) Comparer les diæensions rcspectives des der:x sous.espaces vectoriels Ker(fÀ) et Ker(Jr+r1.

c) À l'aide d'uae démoastration pa,r L'absurde et en raisonûaat sur les dimensions, montrer qu'ii existe u:r

entier nafiuel rn polrr iequel Ker(/-) : Ker(,f-+1).
d) On rLote yts le ptrus petit des entiers lraturels p porlr lesquels Ke{Jc): Kur(.fl+').

Démontrer par rÉcurence que pour tout eatier naturel fr, on a : Ker(/r"; :7{sv(!eo+k).

e) Moatrer que Im(Jeo) n Ker(f") : {08}.
6. Enemple.'On sl4rpose que -E : R,G et que la matrice P de J dans la base canonique de Il.6 est doanée par

n_

On note pe te plus petit des entiers naturels p te)s que Ker(Jp) : I(er(Jr+r).
Vérifier que po : 3 et que Ker(/3) e I*({} : 116.

EXER.CICE 3

Toües les aari,ables aléatoires inter-uenant d,ans cet erersice sont suytposées d,éfni,es nur un m,ême espace

probabî,li,sé (CI, "4, P).

Soit p ua réel vérifiant 0 < p < 1. On pose : q : | * p.

On dispose d'une ume contenant des boules rouges en proportion p et das boules vertes eer proportion q.

On effectue dans cette ulae utre suite de tirages d'une boule auec rem'i,se jusqu'à ce que l'on obtienne une boule

rouge. On suppose que tres résultats des difi&ents tirages so:rt indépeodants"

On note Z lavaiable a.léatoire éga1e au nombre de boules vertes obtenues avaat 1'apparitioa de la première

boule rouge et on pose Z : -l si i'on n'obtient jamais uae boule rolrge.

On d,it que Z suit la loi. binomi.ale négatiae d,e paramètre p-

1.a) Moatrer que pour tout ra € N, on a : P(lZ : n)) : p {.
+æ

b) Calculer Lr{tr: æl) et en déduire ta valêur de P(lZ: -11).
a:0 I

2-a) Beconnaîf,re la loi de la variabtre aléatoire Z + L.

b) En déduire l'espérance et la variance de ia variable aléatoiae Z.

3. Soit X et Y deux variables aléatoires indépeadantes, suivant toutes les deux la loi binomiale négati'i'e de

paramètre p. On pose : Lr : max ( X,Y) et ÿ : nn;n (X, I')-
Montrer que 1a loi du couple (U,V) esf donnée par :

v {i,i) € N2, P([t/: i] n [7 : il):

4. Montrer que la loi de U est donaée par : Vi € N, P([U -'r]) : pd\ - qà * qâ+').
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5.a) Déterrniner la loi de ÿ et vérifer qre V suit une loi biaomiale oégative dont on précisera le paramètre.

b) En déduire l'espéranee E(V) de 1a r,'ariable aléatoire ÿ.
6.a) Exprimer U + ÿ en fonction de X et Y. En déduire l'eqÉrance E{U) de la variable aléatoire [/.

b) Par uue méthode analogue à celle de la question précédente, exprimer la covariance Cov (t/, V) des variables

aléatoires U et V en fonction de q.

7. Soit Xt, Xz et X3 trois I'ariables aléatoires indépendantes de même 1oi binomiale uégative de paramètre p.

On pose : T : X1'* Xz et lA : Xz * Xs.

a) Dételminer la loi de la variable aléatoire 7.
b) Soit rn rm entier natru'el. Déterminer Ia loi conditionnelle de X1 sachant p: rnl, c'est-à-dire, donner

pour tout entier naturel k, la valeur <1e la probabilité conditionnelle Pp:-1i[-)(, : k]).
c) Calculer Cov (7, fir). Læ variables aléatoires T et W sont-elles indépendaates ?

d) Calculer la variance de la .r,ariable aléatoire T +W.
e) Calculer le ccefficient cle corréiation linéaire p {T,W) dqs variables aléatoir-es T et W.
f) Déterminer la loi du coup).e (f,W).

EXEB,CICE 4

Les uariables aléato'ires d,e cet es.ercice sont suTtposé,es défi,nies surunmême esTtae.e prohabilisé. (n,ra,f').
Soit o un réel de I'intervalle ]0, 1[et soit / la fonction déflnie sur R", à valerrrs réelles, telie que :

vr€R, r&):{iu - ) sio(t( a

t o sinon

I.a) Vérifier que f est une densité de plobabilité d'u.ne va,rtable aléatoire.

Dans la sui.te d,e l'eæercice, on note X une tariable aléatoire ad,ynettont J comme densité.

b) Déterminer la fonction de r'épartition F7ç de la var.iable aléatoire X.

c) Calculer l'espérance E(X) et ia variance If(J() de la variable aléatoire X.

2. Onpose Z:uraxtX,a-X), ?:min (X,o. X) et Q:T.Onadmet c4re Z,T er QsontdesvariabkN;

aléatoires et on note Fz, Fr et Fe respectivement, les fonctions de répartition de Z,T et Q.
a) Déterminer F2 et l'7 et r'ériûer que les va,riabla; a}éatoires Z et T suir.ent chacune une ioi uniforme.
b) Détermiaer Fq. Yérifler que I txt une variabie aléatoire à densité et donner unc densité de Q.

3. Pour æ entier supérieur ou égal à 1, soit (Xr, X2, . . ., Xn) un échantillon de variables aléatoires indépendante;

et de mêrne loi que X. On suppose que le paramètre o st ilconnu et on veut l'estimer.
,Dt-

On pose X": ;Ir* et [In: pN* (li eÈ).
-- 

É=1

a) Poul queltre raleul de fr, Un qst-il im estimateur sans biais de a ?

b) On note Ô la fonctioa de répariition de la loi normale centrée réduite et on dorrne ô(1,96) x 0,975.
En appiiquant le théor-ème de la limite centrée à Ia suite (Un)n>r, donner rrn intervalle de confi.ance

poul' a au risque 0,05 (niveau de cor,fiance égal à 0,95).
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