Les deux exercices et le probléme qui suivent sont indépendants et peuvent donc étre abordés dans
un ordre laissé au libre choix.

Dans l’ensemble du suget, pour répondre & une question, on pourra admettre les résultats des
questions précédentes, a condition de clairement l’indiquer.

Il est demandé de soigneusement numéroter les questions. Il sera fait grand cas lors de la correction
de la clarté, de la concision et de la précision de la rédaction.

Exercice 1.
(1) Soit f:[0,1[— R la fonction définie par

f: 0,1 — R

1
S — —(1 — 5)2.

(a) Dresser, avec justifications, le tableau de variations de f.
(b) Calculer I’équation de la droite A, tangente & la courbe C représentative de f en s = 1/2.

(c) Représenter sur une méme figure A et C.

(2) Montrer par récurrence que pour tout n > 1 et pour tout s € R on a

(1—s)? (i: z‘si_1> =1-5s"(14+n—sn).

i=1

oo
(3) (a) Montrer que si |s| > 1, alors la série Zisi_l diverge.
i=1

[e.0] o0
. , 1
(b) Montrer que si |s| < 1, alors la série E is*~ ! converge et E ist1l = (—1—>2
—s
i=1 i=1

(4) Soit X une variable aléatoire telle que P (X =n) = 2 pour tout entier n > 1.
(a) Montrer que e~** admet une espérance et la calculer.
(b) Montrer que Xe~*¥ admet une espérance et la calculer.

(5) Soit g : R —] — 1,1[ une fonction dérivable.

(a) Montrer que la fonction h définie par h(s) = 1_;(5) est dérivable sur R.

(b) Montrer que pour tout s € R on a

W(s) =" ig'(s)g(s)"™
=1

(ee]
(6) (a) Soit 0 < z < 2. Montrer que la série Zz(l — x)% converge.

=1



(b) Pour 0 < = < 2, on pose

tz) =Y il —z)*.

00
i=1

Trouver la limite de z2t(x) lorsque z — 0.
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Quatriéme partie. Soit d > 1 un entier. Soit Uy, Uy, . . . une suite de variables aléatoires indépendantes

et de méme loi uniforme sur ’ensemble {1,2,...,d}. On considére la variable aléatoire

(12)
(13)

(14)

(15)

Nd:min{i >1;U; € {Ul,Ug,...,Ul;l}}.

Montrer que P (Nyg > n) = (1 - é) . (1 - ”T‘l) pour tout entier 2 < n < d.

Soit u > 0. Montrer que lorsque d — oo, P(Ny/v/d > u) converge vers P (R > u), ou R est la
variable aléatoire introduite & la question (5).

En admettant que E [Ny] = Zf:O]P’ (N4 > 1), montrer que

E[Ny = /Oooe‘t <1+ %)ddt.

Indication. On pourra développer la quantité (1 +t/d)? en utilisant la formule du binéme de
Newton, et admettre que fooo tke~t dt = k! pour tout entier k > 0.

Trouver la limite de IE [Ny] /v/d lorsque d — co.



Probléme. Dans ce probléme, si z € R, on note |z| le plus grand nombre entier inférieur ou égal
& z. Ainsi, ona z — 1 < |z| < z pour tout = € R.
Premiére partie. Les cinq questions de cette partie sont indépendantes.

(1) Montrer que pour tout entier n > 1, onal+2+---+n= MQHJ

(2) Montrer que pour tout entier n > 1, n2 < n® — (n— 1)3. En déduire que 12 +2%+--- +n? < nd.
(3) Montrer que

tim %ﬁrpﬂf)—fﬂ -
(4) Soit = € R. Quelle est la limite de [nz]/n lorsque n — oo ? Justifiez votre réponse.

(5) Soit R une variable aléatoire sur R, dont la densité est donnée par la fonction z ze =12,

(a) Calculer P (R > u) pour u > 0.

(b) Est-ce que R admet une espérance ? Justifiez votre réponse. Si oui, la calculer.

Indication. On pourra utiliser la valeur de la variance d’une variable aléatoire gaussienne
centrée réduite.

Deuxiéme partie. Soit n > 1 un entier. On considére une variable aléatoire Z, qui est uni-
formément répartie sur 'ensemble {1,2,...,n}. Les questions (6), (7) et (8) sont indépendantes entre
elles.

(6) Montrer que Z, admet une espérance et calculer E [Z,]. Justifiez votre réponse.
(7) Montrer que cos(wZ,) admet une espérance et calculer E [cos(mZy,)].
(8) Soit z € R. Calculer la limite de P (Z,, < xn) lorsque n — co.
Troisieme partie. Soit © > 0 un nombre réel.
(9) Trouver la limite de

1 [uv/d]

lorsque d — oco. Justifiez votre réponse.

(10) En utilisant la question (3), montrer qu’il existe une fonction f : |—1, co[— R telle que In(1+z) =
z + 22 f(z) pour tout z > —1 et telle que f soit continue sur [—1/2,0].

(11) (a) Montrer que pour tous entiers d > 4u? et 0 < < |uv/d] on ai/d < 1/2. En déduire qu'il
existe M > 0 tel que pour tous entiers d > 4u? et 0 <4 < |uv/d] on a|f(—i/d)| < M.

(b) Trouver la limite de

lorsque d — oo.



Par exemple, sin =4, m =3, 5] ={1,2,3}, Sa ={1,2} et S3={1,2,4},ona =2,

_= O =

1
1
0
0

O = =

ainsi que X; = , Xo et X3 =

O == =
oo o
— O =

(5) (Exemple) On suppose uniquement dans cette question que n =4, m =4, S; = {1,2}, Sy = {2},
S3 ={2,3} et Sy = {2,4}. Que vaut £ dans cet exemple ? Donnez la matrice A.

(6) Montrer que pour tout j # k, on a ¢(X;, X;) > £ et ¢(X;, X)) = £.
(7) On suppose que m > n.
(a) Montrer que la famille (X7,..., X,,) est liée.
On fixe dans la suite des nombres réels r1,. .., 7, non tous nuls tels que 71 X1 + - + X, = 0.

(b) Montrer que

D ori(X;, X;)+20 Y mr=0.
Jj=1 1<j<k<m
(c) En déduire que
2
dordd(X, X)) -0+ ] =0
j=1 j=1

(d) Aboutir & une contradiction.

(8) Peut-on avoir m = n? Peut-on avoir m=net k=n—17
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Exercice 2. Soit n > 1 un entier. On considére lapplication ¢ : R” x R* —3 R définie par
¢ : R™ x R™ ) R
I n 7
1l — Yo
=1

Tn Un

I [
Dans cet exercice,si X e R et Y ¢ R®, on notera X = | : | et Y =

In Yn
(1) (a) Montrer que pour tout X € R™, on a ¢(X,X) >0
(b) Trouver toutes les valeurs de X € R"™ telles que ¢(X, X) = 0.

(¢) Soit X € R™. On suppose que ¢(X,Y) = 0 pour tout ¥ € R™. Montrer que X = 0 (o1 0
est le vecteur nul de R™).

(2) On fixe X € R” et on considere la fonction
’l,b X : R® — R
Y +— ¢(X,Y)
(a) Montrer que ¥x est une application linéaire.
(b) Quels sont le rang et la dimension du noyau de ¥ x ? Justifiez votre réponse.

(c) On note L(R™ R) P’espace vectoriel des applications linéaires de R™ dans R. Montrer que
Papplication f : R — L(R",R) définie par f(X) = tx est un isomorphisme d’espaces

vectoriels.

(3) Soient A et B deux ensembles finis tels que Card(A) = Card(B) = Card(A N B). Montrer que
A=B.

Dans la suite de I'exercice, on fixe un autre entier m > 1, et on considere des sous-ensembles différents
S1,...,8m de {1,2,...,n} (autrement dit, on suppose que S; # Sk, si j # k). On suppose qu’il existe
un entier £ avec 1 < £ < n tel que toutes les intersections S; N Sy avec j # k ont le méme cardinal ¢
(autrement dit, Card(S; N Sk) = £ pour tout j # k). Le but de cet exercice est de montrer que m < n.

(4) Montrer que Card(S;) > £ pour tout 1 < j < m.
On introduit la matrice A € Mpxm(R) définie par
1 siie Sj
0 siigdS;.

ai)j =

Finalement, pour 1 < j < m, on note X; le vecteur de R" constitué de la j-iéme colonne de A.



