
Les deut, ererc'ices et le problème qui suiaent sont indépendants et peuuent donc être abord,és d,ans
un ordre laissé au li,bre choix.

Dans I'ensemble du sujet, pour répond,re à une question, on pour"ra ad,mettre les résultats d,es
quest'ions précéd,entes, à cand,i,ti,on d,e cla,irement I'ind,iquer.

Il est d,emand,é, de so'igneusement, numéroter les quest'ions. Il, sera fai,t grand, cas lors d,e la camection
d,e la clarté, d,e la concis,ion et de la précision de la réd,acti,on.

Exercice 1.

(1) Soit "f , [0,1[-r iR. la fonction définie par

f : [0,1[ ---+ IR

1I '*E=t
(a) Dresser, &vec justifications, 1e tableau de variations de /.
(b) Calculer l'équation de la droite À, tangente à la courbe C représentative de / en s : l/2.
(c) Représenter sur une même figure L, et C.

(2) Montrer par récurrence que pour tout n ) 1 et pour tout s € lR on a

/n \
(1 - "), ( Irr,-t ) : r - s"(L+ n_ sn).

\t:r /
oo

(3) (a) Montrer que si |rl à 1, alors Ia série lisd-l diverge.
i:l
oo oo

(b) Montrer que si l"l < 1, alors la série lisi-l converge et lr"r-, : o]-.i:r '- -- 
3'-- (t-s;z'

(4) Soit x une variable atéatoire telle que IP (x : n) : # pour tout entier n 2 l.
(a) Montrer que e-Àx admet une espérance et la calculer.

(b) Montrer que Xe-)x admet une espérance et la calculer.

(5) Soit g : IR -+] - 1,1[ une fonction dérivable.

(a) Montrer que Ia fonction â. définie par h(s) : i=fu est dérivable sur IR..

(b) Montrer que pour tout s € IR on a

h'(s) :lts'çs1s1s!i-L
i:t

oo

(6) (a) Soit 0 < r < 2. Montrer que Ia série ! i,(1- r)2i converge.
i:L



(b) Pour 0 < s, < 2, on pose 
oo

,t(r): IuCt - *)2i.
i:\

Tlouver Ia limite de #t(r) lorsque r -+ 0.
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Quatrième partie. Soit d ) 1 un entier. Soit U1, [J2,. . . une suite de variables aléatoires indépendantes
et de même loi uniforme sut I'ensemble {1, 2,. . . ,d}. On considère la variable aléatoire

ÀIa : min {i, > I ; Ur Ç {t\,u2,. . .,Ut_r}).

(12) Montrer que P (Na ) n) : (t - *) . .. (t - #) por. tout entier 2.-n <. d,.

(13) Soit u > 0. Montrer que lorsque d -+ oo, P(Nç/\/A ) u) conveïge vers P(À > u), où .B est la
variable aléatoire introduite à la question (5).

Elnal : lr*,-,(, +l)' at.

(14) En admettant que lE [Na] : ILo p (t[a > i), montrer que

Ind,icati,on. On pourra développer la quantité (t + tl$d en utilisant la formule du binôme de
Newton, et admettre que ff tke-t dt: k! pour tout entier k > 0.

(15) Tîouver Ia limite de E [,nfa] /t/d,Iorsq,te d -+ oo.



Problèmê. Dans ce problème, si r € IR, on note lzl Ie plus grand nombre entier inférieur ou égal

à r. Ainsi, oL a r - 1 < l*) < * pour tout z € IR.

Première partie. Les cinq questions de cette partie sont indépendantes.

(1) Montreï que pouï tout entier n) l, on a 1 +2+ "'*n:*(T').
(2) Montrer que pour tout entier n) 7,n2 <n3 -(n- 1)3. En déduire que 12 +22+..-+n2 .--n3.

(3) Montrer que

6,,, l"(t"):": -1.n-+0 frz 2'

( ) Soit r € IR. Quelle est la limite de lnr)/n lorsque n -+ æ ? Justifiez votre réponse.

(5) Soit Â une variable aléatoire sur IR1 dont la densité est donnée par la fonction :L t+ re-'x2P.

(a) Calculer tr (J? ) u) pour u ) 0.

(b) Est-ce que -R admet une espérance? Justifiezvotre réponse. Si oui, la calculer.

Indtcation. On pourra utiliser la valeur de la variance d'une variable aléatoire gaussienne

centrée réduite.

Deuxième partie. Soit n ) 1 un entier. On considère une variable aléatoire Zn Çri est uni-

formément répartie sur I'ensemble {1,2,. . . ,n}.Les questions (6), (7) et (8) sont indépendantes entre

elles.

.(6) Montrer que Zn admet une espérance et calculer EIZ*1. Justiflez votre réponse.

(7) Montrer que cos(zr Zn) admet une espérance et calculer E[cos(trZ")].

(8) Soit r € IR.. Calculer la limite deP (Z* I rn) Iorsque rà -+ oo.

Tloisième partie. Soit z ) 0 un nombre réel.

(9) Trouver la limite de

lorsque d -+ oo. Justifiez votre réponse.

(10) En utilisant la question (3), montrer qu'il existe une fonction "f : ]-1, oo[-+ ]R telle que 1n(1+z) :
r + 12 f (r) pour tout r > -1et telle que .f soit continue sur [-1/2,0].

(11) (a) Montrerquepourtousentiers d,>4u2 et0( l<Lu{d,)onai,fd,<112. Endéduirequ'il
existe M > O tel que pour tous entiers d,> 4u2 et 0 ( l, < Lurt) on alf (-i,ld,)l < M.

(b) Trouver la limite de

lorsque d -+ oo.

" l"ldl

àD,

furt) / .\

! r"(,-;)



Par exemple, si n : 4, rn :3, St : {1,2,3}, 52

A-

ainsi que X1 : ",-: (il

(5) (Exemple) On suppose uniquement dans cette question euê n : 4, rn : 4, 51 : {1,2), S2 : {2},
§s : {2,3} et .9a : {2,4}. Que vaut / dans cet exemple ? Donnez 1a matrice L.

(6) Montrer que polrr tout j f k, on a ô(Xi,Xi) > {, et S(X1,Xu) : {..

(7) On suppose que m > n.

(a) Montrer que la famille (Xr, . . . , X*) est liée.

On fixe dans Ia suite des nombres réels 11, ...,rm non tous nuls tels eue r1X1 + . .. + rpX*: Q.

(b) Montrer que

i,7a6,, xi) + 2t, » rirl* : 0.
j:r Lÿ<k<m

(c) En déduire que 
/ * \ 2

ÿ,?wr*,,x) - t) + t (i,,) : o.
j=l \i=, /

(d) Aboutir à une contradiction.

(8) Peut-on avoir m:n ? Peut-onavoir rn:n et k: n-17

: {L,2} et ,S3 : {\,2,4}, ot a t:2,

/t11\
L i rl
lt o ol
\ooL)
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Exercice 2. Soit n ) L un entier. On considère I'application Q : IR' x IR' ---+ IR. définie par

$: IR.n x IR.' R.

(0 fl) + i*".

R', onnotera": 

[) 
etY :fi)

(1) (a) Montrer que pour tout X € IR', on a $(X,X) > 0

(b) Thouver toutes les valeurs de X e IR.n telles qtrc $(X,X) : 0.

(C)'Soit X e IR". On suppose que @(X,Y) :0 pour tout Y e IR". Montrer que X: O (où O

est le vecteur nul de IR").

(2) On fixe X € IRn et on considère la fonction

üx, Rn 
-) 

IR.

Y + ë(X,Y)

(a) Montrer qre ÿy est une application linéaire.

(b) Quels sont Ie rang et la dimension du noyau du rbx ? Justifiez votre réponse.

(c) On note É(IR.',IR.) l'espace vectoriel des applications linéaires de IR' dans IR.. Montrer que

l'application / : IR' -+ f (lR.',lR) définie par /(J() : {sx est un isomorphisme d'espaces

vectoriels.

(3) Soient A et B deux ensembles finis tels que Card(A) : Card(B) : Card(,  O B). Montrer que

A: B.

Dans la suite de l'exercice, on fixe un autre entier m) L, et on considère des sous-ensembles différents

,Sr,...,,S* de {1,2,...,n} (autrement dit, onsuppose que,5r.* Snsi j +k). Onsupposequ'ilexiste
un entier l, avec L < l. < n tel que toutes les intersections ,S7 î,S7, avec j + k ont le même iardinal l
(autrement dit, Card(Sr' n §k) : {. pour tout j I k). Le but de cet exercice est de montrer qlue m { n.

(4) Montrer que Card(Si) > / pour tout 1 < j < m.

On introduit Ia matrice A ç M""-(R) définie par

( t size ,sr'
A;-; : I- l. o si i,/ si.

Finalement, pour 1 < j < TTtl ort note X; le vecteur de iR.' constitué de la j-ième colonne de A.


