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Concours administrateur Insee externe 2019

L’épreuve est constituée de deux parties indépendantes, chacune comptant pour moitié dans la note finale.




Partie 1 : analyse-algébre

Cette partie est constituée de deux exercices indépendants.

Exercice 1
Soit n un entier naturel non nul. On désigne par fn' la fonction définie sur Ry par

dn—=2
a/,in 2

Ve >0, falz)= m :

1. (a) Etablir la convergence de P'intégrale :

+oo
I, = /0 Falt)dt

- (b) Exprimer, pour n supérieur ou égal & 1, I,,;; en fonction de I,.
(c) En déduire, pour n supérieur ot égal 4 2, Pexpression de I,, en fonction de n et de I;.
(d) Déterminer la limite de la suite (In)nz1- ‘
2. Soit (an)n>1 €t (bn)n>1 deux suites & termes strictement positifs, vérifiant a,, o b, et telles que la série de terme
général a, soit divergente.
(a) Etablir la relation suivante : .
n n
; g~ ; by,
{(b) En déduire un équivalent de In(l,) quand n tend vers 4-oo.

3. On considére un entier naturel k supérieur ou égal 4 5 et on pose :

+o0 . t
Kn = ‘/O exp (“m) Arctan t di
(a) Montrer que K, est une intégrale convergente.

(b) On pose, pour tout réel t positif :

gn () = 0 Cat) o, ) - L

1412 1412

. o
i. Exprimer K, en fonction de n et de / gn(£)dt.

0
ii. Justifier qu’il existe un réel A strictement positif tel que :

1
Nt > ‘A, 0< g(t) —gnlt) < ni/2k

iii. En déduire le résultat suivant :
Wnl/k

" notoo 2

4. On pose :

+oo ¢2n—lexp (—57—37,-;) v Arctan ¢
Jp = - dt
0

(1 +thyn/2

Déterminer lim J,.
n—+c0
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Exercice 2

Ce probléme se compose de trois parties. La deuxiéme partie est indépendante de la premiére partie mais
ses résultats seront utilisés dans la troisiéme partie, ot 'on établit la réciproque de la propriété établie dans
la premiére partie. :

Partie 1

Soit'A € M, (C). On suppose qu’il existe A 5 1 tel que A soit semblable & AA.
1. Que peut-on dire du cas A =07

On suppose dans la suite de cette partie que .

2. (a) Montrer que si « est une valeur propre de A, alors E:— est valeur propre de A.

(b) En déduire qu'il existe k appartenant & {0,1,...,n — 1} tel que a(A" % —1) = 0.
(c) En déduire que : » : :
— Soit A est une racine complexe de 'unité dont 'ordre est compris entre 2 et n.
— Soit A est nilpotente.

On rappelle que toute matrice M de M,,(C) est trigonalisable, c’est-a-dire semblable & une matrice triangulaire
dont les termes diagonauz sont constitués des valeurs propres de M.

1 00 O
3.(a) La matrice A suivante est-elle semblable 4747 A = 8 8 (z) g
0 0 0 —1

(b) Soit p une racine complexe d’ordre n de l'unité. La matrice diagonale 4 = diag(1, s, p?, ..., u"*) est-elle semblable

apuA?

Partie 2

Dans cette partie, on étudie quelques propriétés des formes bilinéaires symétriques, dont la définition est rappelée
ci-aprés. Les résultats de cette partie serviront dans la troisiéme partie.

Soit £ un espace vectoriel complexe de dimension g > 1.
Une forme bilinéaire'sym'étrique @ est une application ¢ : £ x E — C telle que :
— Les applications partielles L, : & — @(z,y) (pour y fixé) et Ly : y — @(z,y) (pour z fixé) sont linéaires.

— VY(z,y) e EXE, o(z,y)=p(y,).
4. Soit G une partie quelconque de E. On définit orthogonal de G :

Gt ={ye E; Vz € E,p(z,y) = 0}

Vérifier que G est un sous-espace vectoriel de E.

On suppose dorénavant que ¢ est non dégénérée, c’est-a-dire que | E+ = {0g} |

Soit ' un soué—espace vectoriel de F de dimension p < g¢. On considére une base (e, eg, ... ,ep) de I et on note, pour
ke {1,2,...,p}, Li Papplication définie sur E par : Vy € B, Li(y) = p(ex,v).
5. (a) Montrer que les Lj forment une famille libre.

(b) Montrer que les sous-espaces Ker(Ly) sont de dimension g — 1.

P
6. (2) Montrer que F* = (1] KerLy.
k=1

(b) En déduire que dim F+ = g —p.

On pourra considérer Uapplication T de E dans CP définie par T(z) = (L1(z), L2(z), ..., Ly(x)) ou raisonner par
TECUTTENCE SUT P.
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Partie 3

Dans cette partie, on établit une réciproque partielle de la, propriété établie dans la premiére partie, & savoir que si A
est nilpotente non nulle, alors A est semblable 3 AA, avee X # 0. ;

Soit donc 4 € M,,(C).
7. On définit sur M,,(C) la forme bilinéaire symétrique ¢(B, C) = tr(BC) (ot tr désigne la trace d’une matrice). Montrer
que ¢ est non dégénérée (on ne demande pas de démontrer qu’il s’agit bien d’une forme bilinéaire symétrique).

Les notions d’orthogonalité définies en partie 2 seront donc considérées ici relativement & cette forme bilinéaire
symétrique. e ;
8. On définit I'endomorphisme w4 de M,,(C) par VM € Mn(C), ua(M)=MA— AM.
(2) Montrer que Imu, C (Kerk A)l. ;
(b) Montrer qu'il y a en fait égalité dans I’inclusion précédente.
9. (a) Montrer que A € (Keruy)t. ' . :
(b) En déduire qu'il existe Z '€ M, (C) telle que A = ZA— AZ.
(c) Exprimer, pour tout entier naturel k, Z* A en fonction-de A et de (In+ 2)E.

+co
On admet que, pour toute matrice M de My (C), la série Z l—c_']\/f k converge vers une matrice notée e™ . Ia convergence
. © k=0 ,
est définie par rapport ¢ une norme quelconque sur M,,(C) qu’il est inutile de préciser. On admet aussi que, pour
toutes matrices My et My qui commutent, on g eMi+Me — oMy gMs '

10. Veérifier les propriétés suivantes :
(a) Si X € M,,1(C) est vecteur propre de M, il est aussi vecteur propre de ™.
(b) Calculer, pour tout complexe t, etln,
(c) Si A est une matrice diagonale, que vaut e2 ?
(d) Si M est diagonalisable, que vaut eM ?
(e) Montrer que, pour toute matrice M , €M est inversible.
11. (a) Montrer que, pour tout complexe a, e®Z A = ¢®Ae?? , 0 Z est la matrice définie & la question 9.

(b) Conclure.

Partie 2 : probabilités-statistiques

Cette partie est constituée de deux exercices indépendants.

Exercice 1

‘Dans tout Pexercice, on note (X, )nen- une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace proba-

bilisé (2, A4, P). .
Si (Yp)nen- est une suite de variables aléatoires et si, pour tout w de §2, la série de terme général Yy, (w) est convergente, on
. bt

+oo
pose S(w) = Z Y, (w) et on admet alors que S = Z Y, est une variable aléatoire.
n=1

n=1

Question préliminaire

1. Soit (4, une suite d’événements tels que la série de terme général P(A,,) soit convergente.
nz1 g

+o0 +oo
On pose, pour tout entier naturel N non nul : By = U A, puis F = ﬂ By.
n=N N=1

(a) Etablir, pour tout entier naturel NV non nul, I'inégalité suivante :
‘ +oo +oo
P < U An> < D P(4,)
n=N n=N

(b) En déduire la valeur de P(F) et 'existence un entier no de N* tel que, pour tout entier n supérieur & ng, 'événement

A, se réalise presque stirement.

—5_
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Partie 1

2. Soit (X,),cy une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi normale centrée réduite.

(a) Montrer que, pour tout entier k supérieur & 2 : P(|Xx| > k) < e™F.

(b) En déduire qu'il existe un entier ng tel que, pour tout & supérieur a np, on a presque sirement 1 X5 € k.

. PN . X
(c) Déduire de ce qui précéde que la série Z Lk converge presque slirement.
k>0 Vil
Partie 2

. On suppose dans cette partie que la loi des X}, est donnée par :

1
VneN*, PX,=1)=PX,=-1)= 3
On pose : T), = ZXk.

k=1
! n

3. Soit (an)p>1 une suite de réels. On pose A4, = Z ar et on suppose qu’il existe un réel M strictement positif et un
— : .

: 1
réel o vérifiant 5 <a< 1, tels que |A,] < Mn®.
(a) Etablir, pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, 'égalité suivante :
n n—1
ag An 1 1
S %=ty a5 m)
Pt k no = E k+1
(b) En déduire que la série de terme général %— est convergente.
4. (a) Etablir, pour tout réel ¢, I'inégalité suivante :
et -+ et 2
[ — < ez
2
.(b) En utilisant Pinégalité de Markov, montrer que, pour tous réels s et ¢ srictement. positifs :
Et—z—ts

P(T,>s)<e?

(c) En déduire I'inégalité suivante :

5. On pose :

(a) Montrer que P(C,) = 0.

Xk
(b) En déduire que la série de terme général “,i converge presque slirement.

k




Exercice 2

On considére deux vecteurs d'observations (déterministes) X et Z (assimilés & des matrices colonnes) dont les éléments sont
notés respectivement z; et z; (i = 1,...,N), linéairement indépendants.
On considére un vecteur (aléatoire) Y, d’éléments y;.

On cherche 4 répondre 3 la question : le modsle définissant Y est-il :

Hy @ y; = bz; + uy, ot les u; sont hormaux, indépendants, centrés réduits

Ou: Hy : y; = cz; +v;, ot les v; sont normaux, indépendants, centrés réduits?

ol b et ¢ sont des paramétres inconnus.

1.

Déterminer les estimateurs des moindres carrés ordinaires de b et ¢, soit b et ¢

On les exprimera en faisant intervenir le produit scalaire et la norme euclidienne canonique de RY, notés (., .) et

-

. On note Ej, Pespérance des variables aléatoires considérées lorsque le modeéle est Hy, (k = 1,2). Calculer EﬂB, EQZ;,

E ¢, Esé.

. On désigne par Eyé la valeur de E4é évaluée en b = b. Déterminer la loi de é — E1¢ sous chacun des modeles H.

Montrer en particulier que : Eq(é — Elé) # 0.

. On suppose A Proposer un test pour le probléme : Hy = H; (hypothése nulle) contre H, = Hy (hypothése

alternative).

. On considére maintenant le modéle linéaire y; = bx; + cz; +w;, ol les w; sont normaux, indépendants, centrés réduits.

(a) Déterminer les estimateurs des moindres carrés ordinaires de b et ¢ dans ce modele, soit b’ et &.
(b) Proposer un test pour le probléme : Hf : {c = 0} (hypothese nulle) contre H : {c % 0} (hypothése alternative).

(c) Comparer ce test & celui de la question 4.




