Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans l'ordre de votre
choix. Le temps de préparation est d’une heure ; l'interrogation durera une demi-heure
environ.

Au début de l'interrogation, vous disposerez de dix minutes au maximum pour présenter
vos résultats, sans intervention du jury. Vous étes encouragé a ne pas recopier 'intégralité
de vos calculs, mais plutét a vous concentrer sur les points cruciaux de votre raison-
nement. Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris
éventuellement celles que vous n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant la préparation.
Il vous donnera le cas échéant des indications.



Planche 1

Soit f la fonction définie sur 'ensemble | — 1, 1] par les relations f(0) = 0 et, pour x # 0,

F@) = oo <i> '

(1) Montrer que f est continue et dérivable en 0.
(2) A-t-on

f/(l‘) —z—0 f’(O) ?
(3) Montrer:
Va €]0,1[,VM € R,3x €] —a,a[: f'(z)=M .

Epreuves orales de mathématiques 2012, concours d’entrée a I’'Ecole Normale Supérieure, voie B/L



Planche 1

Soient a, b, ¢ trois nombres réels. On définit la suite u,, par les relations w1 = a,us =

b,uz = c et, pour n > 4,
Up—1 + Up—2 + Up—3

Up —

3
On pose également :

0 1 0

A= 0 0 1

11 1

3 3 3

(1) Soit
1 -9 0

Calculer P~1AP.
(2) Soit

1 V2
B= é _i .
3 3

Montrer que tous les coefficients de la matrice B™ tendent vers 0 quand I'entier n
tend vers l'infini.

(3) Que dire de A™ quand n tend vers 'infini ?

(4) Montrer que la suite u,, converge, et déterminer sa limite.
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Planche 2

Soit (ppn)n>1 une suite & termes positifs; pour tout n > 1 on pose Q, = p1 + -+ py, et
on suppose que
(i) @y tend vers l'infini quand n tend vers 'infini;
(ii) &~ tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini.

On pose alors pour tout n > 1:

b1 Pn
Rn Ql * - Qn '
(1) Donner un exemple de suite (p,)n>1 satisfaisant les hypotheses requises, et pour
laquelle vous connaissez un équivalent de R,,.
(2) Si (un)n>1 et (vp)n>1 sont deux suites a termes positifs telles que u, ~ v, quand
n tend vers l'infini, et si la série de terme général v, diverge, montrer que
n n
S um
k=1 k=1
quand n tend vers l'infini.
(3) Montrer que R, ~ In (@) quand n tend vers l'infini.
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Planche 2

Soient X1, ..., X, des variables indépendantes de loi exponentielle de parametre A > 0,
c’est-a-dire de densité
six <0,
fix— .
{)\exp(—)\x) sinon.
On pose L, = minj<i<n X; et U, = maxici<n Xi-
(1) Calculer la fonction de répartition de L,,, puis celle de U,.
(2) Quelle est la loi de Y,, = nAL, 7
(3) On pose Z, = AU, — In(n). Calculer la fonction de répartition F,, de Z,, puis
trouver la limite de F,,(z) pour tout réel x quand n tend vers 'infini.
On dispose de n ampoules identiques, dont on modélise les durées de vie par des variables
exponentielles indépendantes.
(4) On suppose que l'on sait seulement combien de temps a fonctionné ’'ampoule qui
a claqué le plus tot. A partir de cette seule information, proposer un estimateur
pour la durée de vie moyenne des ampoules. Cet estimateur est-il sans biais ?
(5) On suppose maintenant que 1’on sait seulement combien de temps a fonctionné
I’ampoule qui a claqué le plus tard. A partir de cette seule information, proposer
un estimateur pour la durée de vie moyenne des ampoules.
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Planche 3

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On considere une file d’attente avec un guichet et
n clients qui attendent. Chaque minute, un guichet se libére. Le guichetier choisit alors le
client qu’il appelle selon le processus aléatoire suivant:

e avec probabilité 1/2, il appelle le client en premiere position dans la file,

e sinon, il choisit de maniere équiprobable parmi les clients aux positions 2,...,n.
Enfin, un nouveau client arrive dans la file et se place en derniere position (de telle sorte
qu’il y a toujours exactement n clients qui attendent).

(1) Quelle est la loi du temps d’attente pour un client qui se trouve en premiére position
dans la file? Donner son espérance, sa variance.

(2) Pour tout k € {1,...,n}, on note T}, le temps d’attente d’un client qui se trouve
en position £ dans la file. Montrer que T}, admet une espérance et une variance
finies.

(3) Ecrire une relation entre E[T} ] et E[T}_1,] pour tout £ > 2. En déduire une
expression de E[T}, ,,] en fonction de k et n.
Indication: On pourra montrer que la suite (uk)1<k<n définie par

n+k—2
up = —— E[T]
est une suite arithmétique.
(4) Comparer les caractéristiques de cette file d’attente et d’une file d’attente “clas-

sique” (premier arrivé, premier servi).
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Planche 3

Pour tout entier n, on note n! =1 X --- x n, et on pose 0! = 1. Soit (up)n>p une suite
telle que, pour tout n > 0, u, € {—1,+1}. On pose
= u
n
(=Y —-
n=0
(1) Donner la valeur de ¢ quand u,, = 1, puis quand u,, = (—1)".
(2) Pour tout entier ¢ strictement positif, montrer que
=g 1
> W<y
n=q+1
(3) Pour tout entier ¢ strictement positif, montrer que

3 ¢4 1
n! " q(g+1)’

(4) En déduire que ¢ n’est pas un nombre rationnel, c’est-a-dire ne peut pas s’écrire
comme quotient p/q de deux entiers p et g.
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Planche 4

On dit qu’'une variable aléatoire & densité suit une loi de Cauchy de parametre xg € R
lorsqu’elle admet pour densité la fonction définie par

1
7r<1+(x—x0)2>

Dans tout l'exercice, X désigne une variable aléatoire suivant une telle loi de Cauchy.

VeeR, f(z)=

(1) Justifier le fait que f est bien une densité, et calculer la fonction de répartition de
X. Tracer sur un méme graphe la densité et la fonction de répartition de X (en

prenant xg = 1).
(2) Pour tout R > 0, calculer
R
/ xf(x)dz
-R
puis sa limite lorsque R tend vers I'infini.
La variable X admet-elle une espérance? une variance? Lorsque c’est possible,
donner leur valeur.
(3) On rappelle d'une médiane m de X est un réel vérifiant P(X < m) =P(X >m) =
1/2. Déterminer I'ensemble des médianes de X.
(4) Soient Xi,...,X, des variables aléatoires indépendantes de loi de Cauchy de

parametre zg. On note m, une médiane de {Xi,..., X, }, c’est-a-dire un réel
satisfaisant

Card{ie{l,....,n} /Xi<mp}=Card{ie{l,....n} / X; > m,} .

Montrer que M, converge lorsque n tend vers 'infini, et préciser sa limite.
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Planche 4

On appelle £ 'ensemble de tous les polynémes P a coefficients réels tels que :
Vz € R, P (2?) = P(z)P(z —1).
(1) Trouver tous les polynémes P € £ de degré au plus 2.
(2) Soit P € &, et soit Zp = {z € C: P(z) = 0}. On définit les applications f et g sur
C par les relations :
f(z)=2% g(z)=(z+1)%.
Montrer :
Vz € Zp, {f(z), g(z)} C Zp.
(3) En déduire que tout élément z de Zp est de module 1, puis que

_2im  2im
ZpC{e 3,63}.

(4) Conclure.
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Planche 5

Soit a un réel strictement supérieur & 1. On définit la suite u, par récurrence de la
facon suivante : u; = 1 et pour tout n > 2, up+1 = a"".
(1) Faire I’étude sur R de la fonction f : # — a® — z, et tracer grossierement son
graphe.
(2) Dans cette question seulement, on prend a = /2. Etudier la convergence de la
suite (up)n.
(3) Déterminer l’ensemble des valeurs de a > 1 pour lesquelles la suite (uy,),, converge.

Epreuves orales de mathématiques 2012, concours d’entrée a I’'Ecole Normale Supérieure, voie B/L



Planche 5

Une urne contient des boules numérotées de 1 a n. On effectue des tirages sans remise
tant que les numéros obtenus forment une suite strictement croissante.

(1) Déterminer la loi de la variable aléatoire X représentant le nombre de tirages
effectués.

(2) Montrer que F[X] =>"_P(X > k).

(3) Déterminer E[X], et sa limite quand n tend vers l'infini.

(4) Reprendre les questions précédentes, en supposant cette fois que les boules sont
tirées avec remise. Comparer les deux résultats.
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Planche 6

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, S = X +Y et P = XY. On
suppose que X < 0 <Y, et 'on suppose que S et P admettent une variance.
(1) Exprimer X et Y en fonction de S et P.
(2) Déterminer, si c’est possible, E[X ] et E[Y], en fonction des espérances de S et P.
(3) Déterminer, si c’est possible, E [XQ] et E [YQ], en fonction des espérances et
variances de S et P.
(4) On suppose que X et Y ne prennent que des valeurs entiéres, avec P(X = —1) > 0
et P(Y =1) > 0. Est-il possible d’avoir S et P indépendantes? Si oui, quelles lois
sont possibles pour X et Y 7
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Planche 6

On consideére la suite (uy,)n>0 définie par les relations ug = 1/2 et
1+ u?
vn = O, Up+1 = 5 Z

(1) Montrer que la suite (uy)n>0 converge, et déterminer sa limite.
(2) Pour tout n > 0, on pose vy, = 1/(1 — u,). Montrer que v, est bien défini pour

tout n, puis montrer que pour tout n > 1 :

n—1 1
Up = Vg +
" 0 kgol-i-uk
(3) En déduire que
o)
Up=1——4o0|—] .
n n
(4) Montrer que
2 21 1
et 2 200 ().
n n n
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Planche 8

Dans cet énoncé, si A désigne un ensemble de nombres entiers et si (up)nen est une

suite réelle, on écrit
n
S wp =) ul{k € A}.
keAk<n k=1
On dit que 'entier naturel a divise 'entier naturel b s’il existe un entier c tel que b = ac :
on note alors a|b. On note

P={keN:VceN" cJk = ce{l,k}}
I’ensemble des nombres premiers,
C={k:keN}
I’ensemble des nombres entiers qui sont des carrés, et
F={keN:VeeN, Pk = c=1}
I’ensemble des entiers naturels sans facteur carré.

(1) Pour E € {P,C, F}, que vaut EN{1,...,10} ?
(2) La suite de terme général

Up =
keCk<n

| =

est-elle convergente ?
(3) Montrer que pour tout entier n strictement positif :

I LIS B o
k k|~ k-
keCk<n keF,k<n k=1
(4) Montrer que pour tout entier n strictement positif :
eo| X )= I (1+g)> X 4
p = k = k .
kePk<n kEPk<n kEF,k<n

(5) La suite de terme général

est-elle convergente ?
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Planche 8

Soit X = (Y, Z) un vecteur aléatoire discret & valeurs dans {0,1}2, de loi:
PY=1Z=1)=r PY=0Z=1)=p—r
PY=1Z=0)=p—r PY=0Z=0)=1—-2p+r
ou0 <r<pe0<1—2p+r. On considere une suite de variables indépendantes

X; = (Yi; Z;) de méme loi que X. Onpose U =3  Yiet V=>" 7.
(1) Quelles sont les lois des variables U et V' 7
(2) Calculer la covariance de Y7 et Z;. Pour quelle valeur de 7 cette covariance est-elle

nulle? Les variables Y7 et Z; sont-elles indépendantes?
(3) Déduire de la question précédente la covariance de U et V.
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Planche 9

On dit qu’une suite (x,),>1 de nombres réels converge au sens de Césaro vers r si

L XA Ty
lim ——— =r
n—oo n
On dit qu'une fonction f : R — R est continue au sens de Césaro en r € R si, pour toute
suite (z,)n>1 convergeant vers r au sens de Césaro, la suite (f(zy)), ., converge vers f(r)

au sens de Césaro.

n>1

(1) Soient a et b deux réels quelconques. Montrer que la suite
—a,—b,(a+0b),—a,=b,(a+0),...

converge au sens de Césaro vers 0.
(2) Montrer que si f est continue en 0 au sens de Césaro, et si f(0) = 0, alors

fla+0b) = f(a)+ f(b)
pour tous réels a et b.
(3) Montrer que si f est continue en 0 au sens de Césaro, alors f est continue (au sens
usuel) en 0. On pourra pour cela montrer que si (x,,),>1 est une suite quelconque,
il existe une suite (y,)n>1 telle que pour tout n, (y1 + -+ + yn)/n = xy.
(4) Déduire des questions précédentes que les seules fonctions continues en un point
au sens de Césaro sont les fonctions affines.
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Planche 9

Soit X une variable aléatoire positive dont la densité f est (continue et) strictement
positive sur RT. On note p son espérance (supposée finie) et m sa médiane.

(1) Montrer qu'il existe un unique réel ¢ tel que

/0Z 2f(@)dz = /;OO o f () da.

Ce réel £ est appelé la médiale de X.

(2) Montrer que m < /.

(3) Dans cette question seulement, on suppose que X suit une loi exponentielle de
parametre A. Dans quel ordre se classent p,m et £7
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Planche 10

Un bit est un symbole informatique élémentaire valant soit 0, soit 1. Un canal de
transmission transmet des bits avec erreur selon le modeéle suivant : il transmet fidelement
un bit avec probabilité p et de fagon erronée avec probabilité (1 —p) ou 0 < p < 1. Un bit
traverse n canaux de ce type successivement, et on suppose que chaque canal fonctionne
indépendamment des autres canaux. On note X le bit émis a I’entrée du premier canal,
et Xy le bit regu en sortie du k-iéme canal (pour tout entier k compris entre 1 et n).

(1) Calculer les probabilités P(X; = 1| X—1 = 1) et P(Xy = 1| X,—1 = 0).

(2) On note m, le vecteur de coordonnées [P(X,, = 0), P(X,, = 1)]. Préciser la relation
qui relie m, a m,_1.

(3) En déduire 'expression de m, en fonction de mp, n et p.

(4) Quelle est la probabilité que l'information émise a l’entrée du premier canal, soit

fidelement transmise par le canal n? Que devient cette quantité quand n tend vers
Pinfini ?
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Planche 10

Soit a €]0,1] et f une fonction continue sur [0, 1] & valeurs réelles. On définit

— o [ e

la moyenne de f sur [0,a], et pour tout z € R,

Ga(ﬂf)zl/oa(f(t)—fﬂ)Zdt |

a

(1) Montrer que
Ve €R, Ga(z)=(z—F.)" +Ga(F.)

La fonction Gy admet-elle un minimum global unique?
(2) Montrer que f, — f(0) lorsque a €]0, 1] tend vers zéro.

On suppose désormais que f est deux fois contintiment dérivable sur [0,1], et l'on
cherche & déterminer un équivalent de

Gu(T) =3 | (10 =T a

lorsque a €0, 1] tend vers zéro.
(3) Montrer que
3C >0, Vae€l0,1], |f,—f(0)|<Ca

Y a-t-il égalité pour certaines fonctions f 7
(4) On admet le résultat suivant (formule de Taylor-Lagrange): pour tout u €]0,1],
il existe h(u) €10, u] tel que

2
F(u) = £0) +uf'(0) + 1" (h(u) -
En déduire un équivalent de
fa - f(O)

lorsque a €]0,1] tend vers zéro.
(5) Déterminer un équivalent de G, (f(0)) lorsque a €10, 1] tend vers zéro. Conclure.
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Planche 11

Dans cet exercice, on désigne par G le R-espace vectoriel formé par l’ensemble des
fonctions de R dans R dérivables et de dérivée continue. On note #A le cardinal d’un
ensemble A.

Soit n un entier strictement positif, et soient A1, A, ..., A\, des nombres réels tels que
AL <A < s <A,

(1) Montrer que
F={emedie {1, .. n}}
est une famille libre de G.

On note F le sous-espace vectoriel de G qu’engendre la famille F'. Pour tout élément f € F
et pour tout réel A\, on définit

e f(x
Ty(f) = (:E»—>e’\””d[ dxf( >]> 5
Z(f)=#{z eR: f(z)=0}.

En outre, si f € F est tel que, pour tout z € R, f(z) = a1eM® + ae™?® + - - - 4 a,e®, on
note

c(f) = #{Z €2,...,n:a—1a; < O} )
D’apres la premiere question, 'application C' est bien définie sur F.

(2) Montrer que F est stable par Ty pour tout réel .

(3) Soit f € F tel que f(x) = a1eM® + a2e® + - -+ + a,e™?, et tel que C(f) # 0. Si
i€{2,...,n} est tel que a;_1a; < 0, montrer que pour tout réel A de l'intervalle
JAi—1, Ai[ on a simultanément :

Z(Tx\(f)) = Z(f) — 1 et
C(Ta(f)) =C(f) - 1.
(4) En déduire que, pour tout élément non nul f de F, on a

Z(f) < C(f) -
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Planche 11

Soit a,ug € R et gg,...,&n, ... une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme
loi. On suppose que pour tout entier 7,

Ele;]=0 et E[e?]=02>0.
On définit alors la suite (un)nen par up € R et la relation de récurrence
Up+l = AUy + Ep -

(1) Calculer I'espérance de u, pour tout entier n > 0.

(2) On suppose les ¢; de loi normale. Quelle est la loi de u,,?

(3) On suppose a = 1. Montrer que u,/n converge lorsque n tend vers l'infini vers
une limite ¢ € R, puis déterminer la loi limite de (u, — £)/+/n lorsque n tend vers
Iinfini.

(4) Méme question lorsque a = —1.
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Planche 12

Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que f(0) = f(1). On dit qu'un réel
¢ € [0,1] est une corde de f s’il existe un réel xz € [0,1 — ¢| tel que f(z +¢) = f(z).
(1) Montrer que 0,1 et 1/2 sont des cordes de f.

(2) Montrer que tous les nombres de ’ensemble A = {1/n : n € N*} U {0} sont des

cordes de f.
(3) Soit c € [0,1] \ A, et soit g : [0,1] — R la fonction définie par la relation :
cos (222)
=r4+ —C 7
glw) = 1 —cos (27”)

Montrer que g est continue et telle que g(0) = g(1). Le réel ¢ est-il une corde de g 7
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Planche 12

Soit n > 1 un entier et Xq,..., X,,Y1,...,Y, des variables aléatoires réelles indépendantes.
On suppose pour tout ¢ compris entre 1 et n, X; suit une loi uniforme sur [0, ] , pour un
certain réel > 1, et Y; suit une loi uniforme sur [0, 1].

Pour tout ¢ € {1,...,n}, on observe

Zi = min{Xia sz} ’
et 'on souhaite en déduire le parametre .
(1) Déterminer la fonction de répartition de Z; .
(2) Calculer I’espérance de 7 .
(3) Proposer un estimateur de .
(4) Calculer la variance de 7 .
(5)

5) Soit a €]0,1[. Proposer un intervalle de confiance de probabilité de couverture
1 — « pour u.
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Planche 13

Soient Y et Z deux variables aléatoires indépendantes & valeur dans ’ensemble {0, ..., 5},
soit Py le polynéme défini par la relation Py (t) = E [tY], et soit Pz le polynéme défini
par la relation Pz(t) = E [t7].

(1) Exprimer, pour tout k& € {0,...,10}, P(Y + Z = k) a ’aide du polynéme produit
Py Py.

(2) Quelles sont les racines réelles et complexes du polynéme R(t) = 1+t +---+¢10?

(3) La somme de deux dés a six faces, éventuellement pipés, peut-elle avoir une loi
uniforme ?

(4) La somme de deux dés a six faces pipés peut-elle avoir la méme loi que la somme
de deux dés a six faces équilibrés 7
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Planche 13

Déterminer et représenter graphiquement ’ensemble

{(z,9(x))/x €0,1] et g€ G}
lorsque G est I'un des ensembles suivants:

(1) =G, ={g:[0,1] — [0, 1] continue }.

(2) G=Go={g€G1/g(0)=0et Vo,y € [0,1], |g(x) — g(v)| < |z —y| }

(3) G=G3=1{g:[0,1] —~ [0,1] dérivable / g(0) = 0, g(1) = & et Vo € [0,1], |¢'(z)| < 1}.
(4) G =G4 = {g € Gi deux fois dérivable / g(0) = ¢ (0) =0, |d"(x)] <1}.

(5) G =G5 = {g € G3 deux fois dérivable / |¢"(z)] < 1}.
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Planche 14

Soit n un entier strictement positif, et soit D C M, (R) I'ensemble des matrices di-
agonales. Soit A € D une matrice dont les coefficients diagonaux sont distincts deux a
deux.

(1) Montrer que D est un espace vectoriel. Quelle est sa dimension ?
(2) Montrer que la famille (In, A A% A”_l) est une base de D.
(3) Déterminer {B € M,(R) : AB = BA}.
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Planche 14

Soit A > 0 et X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parameétre .

(1) Calculer 'espérance, puis la variance de X.

(2) Soit & > 1 un entier. Montrer que E [X k] est bien définie, et exprimer sa valeur
en fonction de (E [ X7 ])o<jck—1-

(3) En fonction de la valeur de A > 0, la suite définie par u, = Y ,_o(—1)FE [ X*]

converge-t-elle?
1
El—_
5w

(4) Montrer que
est bien définie et calculer sa valeur.
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Planche 15

Soit f : R — R la fonction définie par les relations f(0) = 0 et, pour x # 0,
1 T
— 2 - d
f(z) = z"sin <$> + 1

(1) Montrer que f est dérivable sur R et que f/(0) = 1/4.
(2) Pour tout entier k strictement positif, on définit

1 1

R -y

Ty,
Montrer qu’il existe ky € N tel que: Yk > ko, yx < 1/16, puis montrer :
1
Vk > ko,Vz €)zg, yp[, f'(x)cos () <0.
x

(3) Existe-t-il un réel € > 0 tel que la fonction f soit croissante sur 'intervalle | —¢,¢[ 7
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Planche 15

Pour tout entier n > 1, on note My,(R) Pensemble des matrices carrées d’ordre n a
coeflicients réels.

(1) Déterminer I’ensemble des valeurs propres des matrices suivantes:

11 -1 1 1 -1
we(os) s L) ()

Sont-elles diagonalisables? inversibles?

(2) Soit
)

une matrice carrée d’ordre 2 quelconque. En fonction de a,b, c,d, déterminer le
nombre de valeurs propres réelles distinctes de A.
A quelles conditions sur a, b, ¢, d la matrice A est-elle diagonalisable sur R ?

(3) Trouver deux sous-espaces vectoriels F et F' de M3 (R) tels que tous les éléments de
FE sont diagonalisables, tous les éléments non-nuls de F' sont non-diagonalisables,
et £+ F = M3(R). E et F sont-ils en somme directe?

(4) On considere désormais les matrices carrées d’ordre n > 1 quelconque. Chercher
des sous-espaces vectoriels E' et F' de M,,(R), de dimensions aussi grandes que
possible, tels que tous les éléments de E sont diagonalisables et tous les éléments
non-nuls de F' sont non-diagonalisables.
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Planche 16

Soit m > 1 un entier et M,,(R) ’ensemble des matrices n x n a coefficients réels. On note
I,, la matrice identité de M,,(R). Pour tout M € M, (R), on note

TI‘(M) = i Mm‘
i=1

la trace de M .
(1) Montrer que pour tout M € M, (R), Tr(*MM) > 0 et déterminer les éventuels
cas d’égalité.
(2) Soit M € M, (R) fixée. Montrer que
Tr (“(M + ML) (M + AIL))

est un polynome de degré deux en A\ dont on précisera les coefficients.
(3) Déduire des deux questions précédentes que

(Tr(M))* <nTr ("MM)
et préciser les cas d’égalité.

(4) Calculer
" Tr ("M M)
MEMn(I}&I)l, Tr(M)>0 Tr(M)
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Planche 16

Quelle est la probabilité que, dans une classe de m éleves, deux au moins soient nés le
méme jour de 'année 7 Pour répondre a cette question, on considére le modele suivant :
les dates de naissance des éleves sont des réalisations de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées suivant une loi P a valeur dans ’ensemble {1,...,n} avec n =
365 (on ignore les années bissextiles). Pour i € {1,...,n}, on note p; = P({i}), et on note
7(p1,...,pn) la probabilité recherchée.

(1) Montrer que

1—m(p1,...,pn) =m! Z Diy -+ - Di,, -

1< < <im<n

1 1 -1
7r<,...,) Zl—exp<—m(m>> .
n n 2n

p1+p2 p1+p2 »
2 ) 2 ) 3 MR n *
(4) En déduire pour quelle loi P la probabilité m(p1,...,p,) est minimale.

(2) Montrer que

(3) Montrer que

7T(p17p2,p3, cee 7pn) 2 ™ <
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