Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans l'ordre de votre
choix. Le temps de préparation est d’une heure ; l'interrogation durera une demi-heure
environ.

Au début de l'interrogation, vous disposerez de dix minutes au maximum pour présenter
vos résultats, sans intervention du jury. Vous étes encouragé a ne pas recopier 'intégralité
de vos calculs, mais plutét a vous concentrer sur les points cruciaux de votre raison-
nement. Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris
éventuellement celles que vous n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant la préparation.
Il vous donnera le cas échéant des indications.



Planche 1

Soient (uy)n>0 €t (vn)n>0 les suites de terme général

n n

K2+ 3k — 4 2
n — T t n —
“ kzo k! v kzo(zk+1)(2k+3)

(1) Montrer que les suites (uy)n>0 €t (vn)n>0 convergent respectivement vers des lim-
ites qu’on note u et v.

(2) Pour tout A > 0, rappeler la définition de la loi de Poisson de parametre A, et
donner les valeurs de son espérance et sa variance. En déduire u.

(3) Calculer v.
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Planche 1

Soit n > 1 un entier et E, = R,[X]. Pour tout polynéme P de E,, on note P’ son
polyndéme dérivé. On considere I'application f qui, a tout polynome P de E,, , associe le
polynome f(P) défini par :
F(P)(X) = (X* = 1)P'(X) - (nX + )P(X) .
(1) Propriétés générales.
(a) Calculer f(X™), f(1), puis f(X*) pour tout entier k € {1,...,n —1}.
(b) Montrer que f est un endomorphisme de E, et donner la matrice A de f dans
la base canonique de FE,,.
(2) Lorsque n = 1, déterminer toutes les valeurs propres puis tous les sous-espaces
propres de f.
(3) On suppose désormais que n est un entier naturel non nul quelconque.
(a) Montrer que si un polynéme P est vecteur propre de I’endomorphisme f alors
P est de degré n.
(b) Montrer que si P est vecteur propre de f et r est une racine simple de P, alors
re{-1,1}.
(c¢) Faire de méme lorsque r est une racine multiple de P.
En déduire les valeurs propres et vecteurs propres associés de ’endomorphisme f.
L’endomorphisme f est-il diagonalisable?
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Planche 3

Soit X une variable aléatoire réelle & densité. Soit I’ sa fonction de répartition. On
suppose que

e F est de classe C! sur R,
e X admet une espérance,
o lim, ,y 2z (l—F(zx)+ F(—x)) =0.

(1) Montrer que .
E[X] = /0 (1—F(z) — F(—xz))dz .

(2) On suppose que X? admet une espérance finie. Exprimer de méme E [X 2] en
fonction de F'.
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Planche 3

Soit n > 2 un entier, M,,(R) I'ensemble des matrices carrées a coefficients réels a n lignes
et n colonnes, et A € M, (R) la matrice dont le coefficient A; ; vaut 1 si i < j et 0 sinon.

(1) Quel est le rang de A7 A est-elle inversible?
Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de A. Est-elle diagonalisable?

(2) Trouver une matrice B € M, (R) de rang 1 telle que A + B est inversible.

(3) Soit M, M’ € M, (R). Montrer que le rang de M + M’ est inférieur ou égal a la
somme des rangs de M et M’.

(4) Soit M € M,(R) de rang r < n et p < n —r un entier. Montrer qu’il existe une
matrice M’ € M,,(R) de rang p telle que M + M’ est de rang p + r.
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Planche 5

On note M,,(R) l'espace vectoriel des matrices carrées n x n a coefficients réels et I,, la
matrice identité de M,,(R).

(1) Quelle est la dimension de M, (R)? En donner une base.

(2) Montrer que pour toute matrice M € My(R), il existe un entier & > 1 tel que
la famille I,,, M, M?, ..., M" est lie. Dans la suite, on notera a (M) le plus petit
entier k > 1 tel que la famille I,,, M, M2, ..., M* est liée.

(3) Si M € M,(R) est inversible, montrer que M, ..., M*M) est libre.

(4) Réciproquement, si M, ..., M*M) est libre, montrer que M est inversible et que
son inverse peut s’écrire comme une combinaison linéaire de I,,, M, ..., M*M)
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Planche 5

Francgois prend le TGV sans avoir eu le temps de réserver sa place. Il monte donc dans
la premiere voiture, initialement vide, et s’assied & 'une des NN places disponibles. Il
voit ensuite les passagers (munis de réservation) monter un a un. Lorsqu’'un passager se
présente avec une réservation pour la place occupée par Frangois, celui-ci laisse sa place,
et va s’asseoir sur le siege vide le plus proche.

On suppose que les passagers arrivent I'un apres 'autre, et on modélise la place réservée
par le passager qui arrive par une variable aléatoire uniforme parmi I’ensemble des places
“libres” (c’est-a-dire, les sieges vides plus la place ou est assis Frangois).

(1) On suppose que k > 0 passagers avec réservation sont déja installés. Quelle est la
probabilité pour que le (k + 1)-eme passager ait réservé la place o est alors assis
Francois?

(2) Pour tout k € {1,...,N — 1}, quelle est la probabilité pour que Frangois voie
s’installer k passagers en ayant a se déplacer a chaque fois? sans avoir a se déplacer?

(3) Pour tout k € {1,..., N — 1}, quelle est 'espérance du nombre de déplacements
qu’a du faire Francois apres que k passagers se sont installés?

(4) Le train s’avere étre complet, et Frangois finit par voyager debout. Quelle est
I’espérance du nombre de déplacements qu’a du faire Francois avant cela, en fonc-
tion de N? En donner un équivalent lorsque N — +o0.
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Planche 6

Soit
1 1 o --- 0
1 1 0 :
A=|: - et B=1: - - " 0
0 1 S
0o --- --- 0 1

deux matrices carrées de taille n > 2. Autrement dit, A; ; = 1si¢ < j et 0 sinon, B; ; =1
sit=jout=j—1, 0 sinon.
(1) Les matrices A et B sont-elles diagonalisables? Quelles sont leurs valeurs propres?
(2) Si B est inversible, calculer 'inverse de B.
(3) Si A est inversible, calculer I'inverse de A.
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Planche 6

On rappelle que pour tout entier n > 1, n! = 1 x 2 x --- X n désigne le produit des
entiers de 1 a n.

(1) Calculer
1
/ In(1+ x)dz .
0

(2)"

converge vers une limite finie £ lorsque n tend vers l'infini, dont on précisera la

(2) En déduire que

valeur.
(3) De méme, déterminer la limite de
1 1/
= (ph)/n
(1)

lorsque n tend vers 'infini.

(4) Soit n > 1 un entier. Dans une classe de 4n enfants, 2n filles et 2n garcons, le
professeur d’EPS décide de constituer aléatoirement deux équipes de méme effectif
2n, uniformément parmi les possibilités. Quelle est la probabilité que ces deux
équipes soient chacune a parité (c’est-a-dire, constituées de n filles et n gargons
chacune)?

A Daide des résultats précédents, peut-on calculer un équivalent de son logarithme
lorsque n tend vers 'infini?
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Planche 8

Les nombres d’objets produits quotidiennement sur une chaine de montage sont supposés
étre des variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson de parametre inconnu A. On
note S le nombre d’objets produits au cours d’une semaine donnée (de 5 jours ouvrables) et
T le nombre total d’objets produits au cours de cette méme semaine ainsi que la suivante.
(1) Soit N ~ P (N). Déterminer les valeurs de ¢ € R telles que la transformée de
Laplace E [etN ] est bien définie et donner sa valeur.

On admet que la transformée de Laplace caractérise la loi, c’est a dire que, si N’ et
N" sont deux variables aléatoires telles que, pour tout ¢t € R, E [etN /] =E [etN N}, alors
N ~ N".

(2) Déterminer la loi de S et celle de T'. Quelle est la loi de T' sachant S = k?
(3) Calculer la loi de S sachant que T'= n en utilisant la formule de Bayes.

(4) En déduire une majoration de la probabilité pour que I’écart (en valeur absolue)
entre S et T'/2 soit supérieur ou égal a k sachant que T' = n.
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Planche 8

Soit « un réel non nul et soit

a —1 0
M=11 «a 0
0 0 «

(1) Montrer que M est inversible, calculer son inverse M ~! puis (M~1)2.
(2) Soient a, b, c des réels fixés. Montrer que la fonction f,, définie pour tout réel =
par
fa(x) = e*(asin(x) + beos(z) + ¢)
possede une primitive de la forme
D, (x) = e**(Asin(x) + Bcos(z) + C)
avec A, B,C € R. Montrer que

A a
Bl=M1{0b
C c

(3) On suppose « > 0. Montrer, pour tout réel x, la convergence de 'intégrale

T

Fy(x) = / te® (asin(t) + bcos(t) + c) dt .
—00

(4) Montrer que F, s’écrit sous la forme suivante

Fo(z) = e ((zA — A)sin(z) + (B — B') cos(z) + (#C — (")) ,

et exprimer les constantes A’, B, C’ en fonction de a, b, c et (M~1)2.
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Planche 9

On définit trois suites réelles (un)nen, (Un)nen €t (Wp)nen par :

uo 1 Up41 2uy, + 3v, — 3wy,
v | = 1 et VneN, Unt1 | = —Uy + Wy,
wo -1 Wnt1 —Uyp + Un

(1) Déterminer une matrice A telle que :

Un+1 Un,
vn € N, Upt1 | = A | vn
Wn+1 Wn,
Un, Ug
(2) Pour tout entier n > 0, exprimer | v, | en fonction de | vo |, A et n.
Wy, wo

(3) Montrer que A est diagonalisable et préciser ses sous-espaces propres.
(4) En déduire les expressions de uy,, v, et w, en fonction de n pour tout entier
naturel n.
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Planche 9

Soient €1, 9, e3 des variables aléatoires a valeurs dans {—1,1}. On note
p=P(e1=1) q=P(ea=1) et r=P(eg=1)

(1) On suppose, dans cette question seulement, que €1 et o sont indépendantes.
Déterminer la loi de leur produit e1e5 .

(2) A quelle condition sur p,q € [0,1] est-il possible de construire deux variables
aléatoires X, Y, a valeurs dans { —1,1}, telles que Y =1 X et X =3V ?
Dans le cas ol c’est possible, quelles sont les lois jointes possibles pour (e1,£2)?

(3) Pour des valeurs fixées de p, q € [0, 1], quel est ’ensemble des lois possibles pour le
produit 1697

(4) A quelle condition sur p,q,r € [0, 1] est-il possible de construire trois variables
aléatoires X,Y, Z, a valeurs dans {—1,1}, telles que Y =1 X, Z =&Y et X =
€3Z ?
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Planche 10

Pour tout € € R, on définit la matrice 2 x 2 suivante:
~ [cos(f) —sin(0)
Ry = <sin(9) cos(0)
(1) Soient 6,6 € R. Calculer 'image par Ry du vecteur
_ [cos(8)
Ko = <sin(9’)>
puis représenter graphiquement Xy et Rg Xy .
(2) Montrer que pour tous 0,6’ € R, RyRy = Ryye, puis que Ry est inversible,
d’inverse égal a
R_g="'Ry .
(3) Pour tout 6 € R, déterminer les valeurs propres réelles de Ry et les vecteurs propres
correspondants. Pour quelles valeurs de 6 la matrice Ry est-elle diagonalisable dans
R?
(4) Soit X € R? fixé et Yy = RpX . Déterminer

neneaﬂiiﬂ(yo)l’ + (Yo )o| }

puis
min {|(Yo)] +1(Ys)o|}

et comparer leurs valeurs a
/2 2
X7+ X5 .
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Planche 10

Soient n et p des entiers non nuls et k£ un entier tel que 0 < k < n + p. On convient que
le coefficient binomial (Z) est nul si £ > n ou si k < 0. Le but de ’exercice est de calculer

la somme i
n p
S =
> (1))
£=0
de différentes manieres.

(1) Utiliser la formule du binéme dans l'identité (1 4+ z)"™? = (1 4+ z)"(1 + z)? puis
déterminer S.

(2) Soient Xi,...,X,4p des variables aléatoires indépendantes et de méme loi de
Bernoulli de parametre 1/2. Déterminer la loi de Sy, = Z;:rlp X;, de S, =
Yoy Xiet de ), := Z?:tfﬂ X;. Calculer alors P (S,4, = k) directement puis en
décomposant cet événement selon les valeurs possibles de .S,,.

(3) Un ensemble & est la réunion de deux ensembles disjoints &1 et & avec Card(&;) =
n et Card(&) = p. Déterminer le nombre de sous-ensembles de £ a k éléments.
Déterminer pour tout ¢ € {0,...,k} le nombre de parties de £ a k éléments
contenant exactement ¢ éléments de £;. Conclure.

(4) Calculer Y, (ﬁ)2
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Planche 11

On pose u; = 0 et, pour tout n > 2,
—1)"
Up = (=1 .
vn
(1) Donner un équivalent de ug,, + ug,+1 lorsque n tend vers I'infini.
(2) La série ), - up est-elle convergente?
(3) Pour tout n > 1, on pose vy, = In(1+wuy,) — uy,. Donner un équivalent de v, lorsque
n tend vers l'infini.
(4) La suite de terme général wy, = [[p_;(1 + uy) est-elle convergente?
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Planche 11

Soit n > 1 un entier. Une classe de troisieme du college Pablo Picasso comprend 2n filles
et 2n garcons. Le professeur principal est chargé de constituer 2n binémes, et décide de le
faire aléatoirement, en choisissant les bindmes uniformément parmi toutes les possibilités.
Indépendamment, le professeur de physique constitue n groupes de quatre pour des séances
de travaux pratiques, également en procédant & un choix aléatoire, uniforme parmi ’ensemble
des possibilités.
(1) Antoine et Charlotte souhaiteraient étre en binome. Quelle est la probabilité que
cela se produise?
Quelle est la probabilité qu’ils soient dans le méme groupe de quatre? Et qu’ils
soient simultanément dans le méme binome et le méme groupe de quatre?
(2) Combien y a-t-il de manieres de constituer 2n bindmes mixtes (c’est-a-dire, un
garcon et une fille)?
Quelle est la probabilité que chaque bindme choisi par le professeur principal soit
constitué d’un garcon et d’une fille?
(3) Combien y a-t-il de manieéres de choisir les n groupes de quatre?
Quelle est la probabilité que chaque groupe de quatre soit constitué de deux garcons
et deux filles?
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Planche 12

(1) Pour quelles valeurs de = € R la série
I
n>1

converge-t-elle? On notera D ’ensemble de ces valeurs.
(2) Pour tout x € D, on pose

400 )
fz) = Z e T
n=1

b 2
/ e Ut
a

pour des bornes d’intégration a et b (éventuellement infinies) bien choisies.
(3) Donner un équivalent de f(x) lorsque = € D tend vers zéro.

Encadrer f(z) a l'aide de
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Planche 12

Alice joue au jeu de hasard suivant:
On fixe un entier M > 2.
Initialisation (étape 0): un nombre X est choisi aléatoirement, avec une loi uniforme
sur {1,..., M}, et révélé a Alice.
Etape k > 1: Alice choisit parmi “+7, “—” et “Stop”.
e Si Alice a choisi “Stop”, le jeu s’arréte et Alice gagne k.
e Sinon, un nombre X, est choisi aléatoirement, avec une loi uniforme sur {1, ..., M },
et révélé a Alice.
— Si Alice a choisi “4” et que X < Xp_1, le jeu s’arréte et Alice a perdu (elle
gagne 0).
— Si Alice a choisi “—” et que Xy > Xj_1, le jeu s’arréte et Alice a perdu (elle
gagne 0).
— Sinon, le jeu continue a I'étape k + 1.
On pourra éventuellement utiliser sans les démontrer les formules suivantes, valables pour
tout entier n > 1:

" 1 " 1)(2n+1
) TR i BV o A UR R CIR DN
k=1 2 k=1 6

(1) Donner I'espérance et la variance de Xj.

(2) Sachant que le jeu arrive a 'étape k, que X1 =a € {1,...,M — 1} et qu’Alice
choisit “4” a ’étape k: quelle est la probabilité pour Alice de perdre a 1’étape k7
quelle est son espérance de gain (en supposant qu’elle a prévu de choisir “Stop” a
Pétape k +1)7

(3) En déduire la stratégie optimale pour Alice, en vue de maximiser son espérance de
gain.

Calculer son espérance de gain avec cette stratégie lorsque M = 2, puis M = 3.

(4) Alice joue également parfois & une variante de ce jeu, ou le jeu continue toujours

lorsque X = Xj_1. Refaire les questions (2) et (3) avec cette variante.
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Planche 13

(1) Déterminer un équivalent lorsque n tend vers l'infini de
n
-
v
k=1

(2) Déterminer un équivalent lorsque n tend vers l'infini de

n

1
Z kln(k)

k=2

(3) En fonction de «a, 8 € R, la série de terme général (k%(In(k))?)p>2 converge-t-elle?
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Planche 13

Soit @ € R et e1,...,en,... une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme
distribution. On suppose que pour tout entier 7,
Ele;]=0 et E[ef]=1.
On définit alors la suite (Xj)ren par Xo = 0 et la relation de récurrence
Xp+1 = aXp + Ey1 -
On observe Y7, ...,Y, avec Y; = u+X; pour un réel p inconnu. On s’intéresse a ’estimation
de pu.
(1) Montrer que pour tout entier n > 1,

2 -1
X,=¢entacp_1+a‘cpo+--+a"" e .

(2) Soit
ﬁ(l) _ Y1_|_..._|_Yn

" n

Est-ce un estimateur sans biais de u?
(3) Calculer la variance de ﬁ%l) en fonction de n.

(4) On propose 'estimateur
ﬁ(g):Yl—F'--—FYn_l 2Y,
" n+1 n+1
Est-ce un estimateur sans biais de p? Calculer sa variance.
(5) Plus généralement, soit

ﬂn(clv-“acn):Clyi+"'+cnyn

A quelle condition sur les ¢; est-ce un estimateur sans biais de u?
En supposant n = 2, déterminer ci,co tels que fi,(c1,c2) est sans biais et de
variance minimale.
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Planche 14

On note &£ l'ensemble des fonctions f : R — R, continues (sauf éventuellement en un
nombre fini de points), et telles qu'il existe a,b € R tels que pour tout z € R\[a,b],

f) =0,
Pour tout f,g € &, on définit la fonction fxg: R — R par
+00
VoeR, (fro)w)= [ fgla -t .

(1) Soit fy la fonction qui vaut 1/2 sur l'intervalle [—1,1] et 0 ailleurs. Calculer f; =
Jo* fo, puis f2 = f1* fo.

(2) Montrer que pour tout f,g € &€, f * g est bien définie sur R, et qu’il existe a,b € R
tels que pour tout x € R\[a,b], (f * g)(x) = 0.

(3) Soit f, g € € telles que g est continiment dérivable, montrer que f*g est continue.
Indication: Pour tout z,y € R, montrer que |(fxg)(z) — (f*xg)(y)| < Clz —y|
pour une constante C € R a préciser.
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Planche 14

Parmi les 72 parlementaires européens représentant la France, on compte 33 femmes. En
Finlande, 8 parlementaires européens sur 13 sont des femmes. En Lettonie, 3 sur 8 sont
des femmes. Dans chacun de ces cas, peut-on parler de parité?

On modélise la situation comme suit: X1, ..., X,, sont des variables aléatoires indépendantes
et de méme loi, égales a F avec probabilité p €]0,1[, & H avec probabilité 1 — p. A partir
de I'observation de X1, ..., X}, on cherche a estimer p.

(1) Faire le lien entre la question initiale et la modélisation mathématique proposée.

(2) On note F,, = Card{i € {1,...,n} /X; = F'}. Quelle est la loi de F}, 7

(3) Proposer un estimateur de p. Calculer son biais, sa variance. Préciser son com-
portement lorsque n tend vers l'infini.

(4) Construire un intervalle de confiance (asymptotique) pour p de probabilité de cou-
verture 1 — o, avec a €]0,1].
A Tlaide du tableau ci-dessous, que dire du niveau de parité aux élections eu-
ropéennes de 2009, en fonction des pays? On pourra utiliser une probabilité de
couverture de 0.05, et on rappelle que si Z suit une loi normale centrée réduite,
alors P(|Z| > 1.96) ~ 0.05.

Pays Finlande Suede Pays-Bas France Lettonie Royaume-Uni
Nombre total d’élus 13 18 25 72 8 72
Nombre de femmes élues 8 10 12 33 3 24
Pourcentage de femmes 61,5 55,6 48 45,8 37,5 33,3

Source: Observatoire de la parité entre les femmes et les hommes - Fondation Robert Schuman, 15/07/09
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Planche 16

Soit n > 1 un entier, R[X] 'ensemble des polynémes & coefficients réels, et R,,[X] 'ensemble
des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n.
Soit ¢ : R[X] — R[X] définie par p(P) = P + P’ pour tout P € R[X], et ¢, : R,[X] —
R,,[X] définie par ¢, (P) = ¢(P) pour tout P € R,[X].
(1) Montrer que ,, est une application linéaire, et écrire sa matrice A, dans la base
canonique de R, [X].
(2) Déterminer le noyau et I'image de ¢, .
La matrice A,, est-elle inversible? Si oui, calculer son inverse.
(3) Déterminer le noyau et I'image de ¢ . L’application ¢ est-elle un isomorphisme?
(4) Soit ¢ : R[X] — R[X] lapplication définie par ¢(P) = P'+P" pour tout P € R[X].
Est-elle surjective? Est-ce un isomorphisme?
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Planche 16

On considere, pour tout n > 1, les fonctions f;, et g, définies sur ]0, T] par

_ sin®(nx)

fa(z) =

sin(2nx) cos(x)

et gn(z) =

sin?(x) sin(x)

(1) Montrer que les intégrales f07r/2 fn(t)dt et fOW/Q gn(t)dt sont convergentes.
(2) Montrer que, pour tout = € [0,7/2], on a

€ .
5 <sin(z) <z .

(3) On définit, pour tout n > 1,
w/2
- / Fa0)dt
0

Déduire de la question précédente que u,, —+> ~+00.
n——+0oo

(4) Exprimer u,1 en fonction de u, et de v,, ou

/2
Un :/ gn(t)dt .
0

(5) Déterminer une formule de récurrence pour v,. En déduire un équivalent de u,,
quand n — oo.
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Planche 17

Soit K,n > 1 des entiers et Xg, X1,..., X, des variables aléatoires indépendantes et de
méme loi uniforme sur l'ensemble {1,..., K }.

(1) Soit S C {1,...,K}. Donner la valeur de P(X( € S) en fonction de Card(.S).
(2) Soit z € {1,...,K}. Calculer P(X; # 2z, ..., X, # z).
(3) Calculer P(Xy ¢ { X1,...,Xn}) de deux maniéres pour en déduire une expression
de E[Card { X1,..., X, }].
(4) Déterminer un équivalent de E [Card { X1, ..., X, }| lorsque:
(i) K est fixe et n — 400,
(ii) n est fixe et K — 400,
(iif) n = K — +oo.
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Planche 17

On note R[X] I'ensemble des polynémes a coefficients réels, et pour tout P € R[X], on

note P’ € R[X] sa dérivée.
X2

(1) Déterminer
(2) Déterminer
{PEMXNP:(Pf}

(3) Déterminer
{PGMXNP:(PV}
(4) Déterminer
{PeR[X]/3IQeR[X],P=PoQ} .

(5) Déterminer
{PeR[X]/3Q eR[X],P=QoP'}
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Planche 18

Soit f : R — R une fonction continue bornée, et soit (ay)nen une suite de réels stricte-
ment positifs telle que

lim a, =0 .
n—-+0o

(1) Montrer, pour tout entier n > 0, la convergence de 'intégrale

+oo

0 ay, +T
(2) Justifier que, pour tout M > 0, on a
+oo +oo _ 0
o 1 + u2 1 + 2 M 1+ u?
(3) En déduire que I,, converge lorsque n tend vers l'infini vers une limite I, que 'on
calculera.
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Planche 18

Soit n > 1 un entier fixé. Pour tous k,{ > 1 entiers, on note My, o(R) I’ensemble des
matrices a coeflicients réels a k lignes et ¢ colonnes et M,(R) = M, ,(R).
Pour tout entier £ > 1, on définit

Ep={MN /M € My,R), N € My, (R)}

Déterminer ’ensemble R des valeurs possibles pour le rang de P € Ej.

En fonction de n, F est-il un espace vectoriel?

Soit r € Rq. Toute matrice de rang r appartient-elle a Fq 7

Généraliser les trois questions précédentes en remplacant Fq par Ej, et Rq par Ry,
avec k > 2.

(5) Pour tous j,k > 1 entiers, soit

Fj,k:{M1+M2+"'+Mj/M1,...,MjEEk} .

Pour quels couples (j, k) a-t-on Fj ;, = M, (R) ? Pour quels couples (j, k) I’ensemble
F} 1, est-il un espace vectoriel?

(1)
(2)
(3)
(4)
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Planche 19

Soient n, k > 1 des entiers. On note R[X] I’ensemble des polynémes & coefficients réels, et
pour tout entier j > 0, R;[X] I'ensemble des polynémes P € R[X] de degré inférieur ou
égal a j.
(1) Soit ¢y, : Rg[X] — R¥*! Tapplication définie par
VP e Ri[X], @r(P) = (P(0), P(0),...,P*(0)) ,

ott P%) désigne la dérivée d’ordre k du polynéme P. Montrer que pr est une
application linéaire, puis déterminer son noyau et son image.

(2) L’application ¢y, est-elle un isomorphisme? Si c’est possible, déterminer son in-
verse.

(3) Soit ¥y : R,[X] — REFL lapplication définie par

VP e Ryu[X],  ¢pn(P) = (P(0), P(1),..., P(k)) .

Montrer que vy, est une application linéaire, puis déterminer son noyau et son
b
image, en fonction de k et n. Est-ce un isomorphisme?
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Planche 19

Soit m > 2 un entier et f, : R” — R la fonction définie par f,(z1,...,2,) = 122 Ty
pour tout (z1,...,2,) € R™.

(1) Montrer que pour tous z,y > 0, \/zy < % En déduire que sur
Er={(z,y) € [0, +o00[?/z+y = 1},

fo atteint son maximum en un point que ’on déterminera.
(2) Montrer que pour tout (z1,...,z,) € [0,4o00[™,

T+ X2 T1+ T2
fn($17"'a$n)<fn< 7$37"'a$n)

2 72
On définit I’ensemble
En=A{(z1,...,2n) € [0,400[" Jx1 4+ +2r, =1} .

(3) On suppose, dans cette question seulement, que n = 2% pour un entier k > 1. A
laide de la question (2), montrer que f,, atteint son maximum sur &, en un point
que 'on déterminera.

(4) En déduire une inégalité entre |z ---zn|"/™ et (|z1] + -+ + |za|)/n pour tous
(x1,...,2y) € R™.

Indication: On pourra commencer par considérer le cas ot n = 2F pour un entier
k > 1, avant de généraliser l'inégalité.
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