Planche 1

Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans I'ordre de votre choix. Le temps de
préparation est d’'une heure; l'interrogation durera une demi-heure environ.

Au début de l'interrogation, vous disposerez de dix minutes au maximum pour présenter vos résultats,
sans intervention du jury. Nous vous encourageons a ne pas recopier 'intégralité de vos calculs, mais plutot a
vous concentrer sur les points cruciaux de votre raisonnement. Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il
souhaitera approfondir, y compris éventuellement celles que vous n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant
la préparation. Il vous donnera le cas échéant des indications.

Exercice 1.
Premieére partie. Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie, et f un endomorphisme de E. Si A € R
est une valeur propre de E, on note V(\) = Ker (f — Aldg) le sous-espace propre associé a .

(1) Soient A1, A2 deux valeurs propres différentes de f. Montrer que V(A1) N V(A2) = {0}.

(2) Soient A1, Ao, ..., A\r des valeurs propres toutes différentes de f. Montrer que les sous-espaces vectoriels
V(A),V(A2),...,V(\) sont en somme directe.

(3) En déduire que f ne peut avoir qu'un nombre fini de valeurs propres.
Deuxiéme partie. Soient A et B deux matrices de M, (R) telles que AB?> — B?A = B.
(4) Montrer que pour tout entier k& > 1, kB?*~1 = AB?* — B? A,

(5) Soit f I'endomorphisme de M,,(R) défini par f(M) = ABM — M BA. Si B?*~! 2 0, montrer que B?*~!
est un vecteur propre de f et donner la valeur propre associée.

(6) Montrer qu’il existe un entier m > 1 tel que B™ = 0, et que le plus petit entier vérifiant cette égalité est
impair.

Exercice 2.
(1) Enoncer le théoréme des accroissements finis.

(2) Soit f : R — R une fonction dérivable. On suppose que f'(z) = 0 pour tout € R. Montrer que f est
constante.

Dans la suite, on fixe ¢ > 0 et on considére une fonction g : R — R telle que |g(x) — g(y)| < |x — y|® pour tous
z,y € R.

(3) Montrer que g est continue.
(4) Montrer que si ¢ > 1, alors g est constante.

(5) Est-ce que g est nécessairement dérivable ?
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Planche 2

Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans I'ordre de votre choix. Le temps de
préparation est d’'une heure; l'interrogation durera une demi-heure environ.

Au début de l'interrogation, vous disposerez de dix minutes au maximum pour présenter vos résultats,
sans intervention du jury. Nous vous encourageons a ne pas recopier 'intégralité de vos calculs, mais plutot a
vous concentrer sur les points cruciaux de votre raisonnement. Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il
souhaitera approfondir, y compris éventuellement celles que vous n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant
la préparation. Il vous donnera le cas échéant des indications.

Exercice 1. Soit n > 1 un entier. On note R, [X] I'espace vectoriel des polynémes & coefficients réels de
degré inférieur ou égal & n. Soit f : R,[X] — R,,[X] la fonction définie par f(P(X))=P(X+1)+P(X —-1)—
2P(X).

(1) Montrer que f est une application linéaire.
(2) Quel est le degré de f(XP), ot p > 0 est un entier ?

)
(3) Trouver le noyau de f, le rang de f et donner une base de I'image de f.

Exercice 2. Afin de garantir 'anonymat (et la sincérité des réponses) dans un sondage sur la consommation
de stupéfiants, on choisit d’y introduire une dose de hasard. On choisit le protocole suivant, chaque individu
sondé s’isole avec un dé (a six faces équiprobables) et jette le dé.

— S’il obtient un résultat inférieur a 4 il doit répondre sinceérement & la question : ” Avez vous consommé
des stupéfiants lors de I’année écoulée 7”.

— S’il obtient un 5 ou un 6 au dé : il doit répondre (toujours sincérement) & la question : ” Avez vous obtenu
un 677,

Les sondeurs disposent uniquement de la réponse finale (Oui ou Non) mais ne savent pas & quelle question
le sondé a répondu. On suppose qu'une proportion p de la population a consommé des stupéfiants et que les
sondés sont choisis au hasard de maniere indépendante.

(1) Donner la probabilité qu'un sondé réponde Oui & la question.
(2) Sachant qu'un individu répond Oui, quelle est la probabilité qu’il ait consommé des stupéfiants.

(3) Supposons maintenant qu’on ait interrogé n sondés et notons Z,, la proportion du nombre de Oui. Donner
un estimateur pour p, donner son espérance et sa variance.

(4) Apres avoir interrogé 1000 personnes, on obtient 37 pour-cents de Oui. Que pouvez-vous conclure ?
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Planche 3

Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans I'ordre de votre choix. Le temps de
préparation est d’'une heure; l'interrogation durera une demi-heure environ.

Au début de l'interrogation, vous disposerez de dix minutes au maximum pour présenter vos résultats,
sans intervention du jury. Nous vous encourageons a ne pas recopier 'intégralité de vos calculs, mais plutot a
vous concentrer sur les points cruciaux de votre raisonnement. Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il
souhaitera approfondir, y compris éventuellement celles que vous n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant
la préparation. Il vous donnera le cas échéant des indications.

Exercice 1. Soient (S,,)n>1 et (S),)n>1 les deux suites définies par

(1)

(2)
3)

"1 (-1
_ 1
L S =
k=1
Montrer que, pour tout entier p > 2,

/p+1 de 1 /p dx
— < -< — .
P r P Jpa ¥

Montrer que la suite (S,,) converge et calculer sa limite.

Montrer que S,, = 5%, pour tout entier n > 1, et en déduire la limite de (S},) lorsque n — oo.

Exercice 2. Soit n > 2 un entier et p € (0,1). On considére une piece P; qui, apres avoir été lancée,
atterrit sur pile avec probabilité p et sur face avec probabilité 1 — p. Soit 1 < k < n — 1 un entier.

(1)
(2)
3)

Quelle est la probabilité que la piece atterrisse k fois sur pile (et donc n — k fois sur face) apres avoir
apres avoir fait n lancers (indépendants) ?

On lance maintenant la piece jusqu’a ce qu’elle ait atterri k fois sur pile. Quelle est la probabilité qu’on
ait du le faire exactement n fois ?

Soient By, ..., B, des événements de probabilité non nulle, deux a deux disjoints, et telle que leur union
soit égale & l'univers. Montrer que tout événement A de probabilité non nulle vérifie

tout 1 < i < P (B;|A) P(A]5:) P(5:)
pour tout 1 <7 < m, f = .
21§J§7nP(A|BJ)]P(B])

On considére maintenant une nouvelle piece P2 qui atterrit sur pile avec probabilité 1/2 et sur face avec
probabilité 1/2. On choisit au hasard soit la premiere piece P; soit la nouvelle piece Py (avec égales
probabilités).

On lance la piece choisie n fois. Sachant que la piece a atterri k fois sur pile, quelle est la probabilité que
la piece choisie soit la premiere piece ?

On lance la piece choisie jusqu'a ce qu’elle ait atterri k fois sur pile. Sachant qu’'on a di effectuer n
lancers pour cela, quelle est la probabilité que la piece choisie soit la premiere piece ?
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Planche 4

Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans I'ordre de votre choix. Le temps de
préparation est d’'une heure; l'interrogation durera une demi-heure environ.

Au début de l'interrogation, vous disposerez de dix minutes au maximum pour présenter vos résultats,
sans intervention du jury. Nous vous encourageons a ne pas recopier 'intégralité de vos calculs, mais plutot a
vous concentrer sur les points cruciaux de votre raisonnement. Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il
souhaitera approfondir, y compris éventuellement celles que vous n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant
la préparation. I vous donnera le cas échéant des indications.

Exercice 1. Soient @ > 0 et § > 1. On considére une fonction continue f : [0,1] — [0, 1] qui peut s’écrire
comme suit au voisinage de 0 :
f(x) =z — az® + 0,0(z").
On fixe ug € [0,1], et on considere la suite (uy,),>o définie par up4+1 = f(u,) pour n > 0.

(1) Quevaut f(0)? Montrer qu’il existe n > 0 tel que f(z) < x sur |0, n]. En déduire que si ug est suffisamment
petit, (uy) converge vers 0.

Dans la suite, on suppose que u,, — 0.

(2) Soit v € R. Donner un équivalent de f(x)” — 2" lorsque  — 0. En déduire une valeur de 7 pour laquelle
la suite ), | — u;) converge vers un nombre réel strictement positif.

(3) Soit (vp)n>1 une suite de nombres réels tels que v,11 — v, — £ lorsque n — oo, ou £ € R. Montrer que
vp/n — £ lorsque n — oo.

(4) En déduire un équivalent de w,,.
(5) Traiter les exemples de f(z) = sin(z) et f(z) = In(1 + ).

Exercice 2. Pour tout entier n > 1, on note R, [X] l'espace vectoriel des polynomes de degrés inférieurs
ou égaux a n.

(1) Montrer qu’il existe une suite (P,),>0 de polynomes telle que, pour tout n > 0, on a P, € R,,11[X],
Po(0) =0 et Py(X +1) — Po(X) = X"

(2) Montrer que cette suite est unique.
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Planche 5

Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans I'ordre de votre choix. Le temps de
préparation est d’'une heure; l'interrogation durera une demi-heure environ.

Au début de l'interrogation, vous disposerez de dix minutes au maximum pour présenter vos résultats,
sans intervention du jury. Nous vous encourageons a ne pas recopier 'intégralité de vos calculs, mais plutot a
vous concentrer sur les points cruciaux de votre raisonnement. Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il
souhaitera approfondir, y compris éventuellement celles que vous n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant
la préparation. Il vous donnera le cas échéant des indications.

Exercice 1. Chaque nuit, le prince choisit au hasard de dormir sur 6,7 ou bien 8 matelas (avec des
probabilités égales). Chaque nuit, indépendamment, la princesse place sous les matelas un petit pois avec
probabilité 1/2. Par ailleurs :

— si le prince dort sur 6 matelas et qu’un petit pois se trouve en-dessous, celui-ci dort mal ;

— si le prince dort sur 7 matelas et qu'un petit pois se trouve en-dessous, celui-ci dort bien avec probabilité
1/5 (sinon il dort mal);

— si le prince dort sur 8 matelas et qu'un petit pois se trouve en-dessous, celui-ci dort bien avec probabilité
2/5 (sinon il dort mal).
(s’il n’y a pas de petit pois, le prince dort toujours bien).
(1) Soient Bj,..., B, des événements de probabilités non nulles, deux & deux disjoints, et telle que leur
union soit égale a I'univers. Montrer que tout événement A vérifie

P(A)=) P(A|B;)P(B;).
i=1
(2) Quelle est la probabilité que le prince annonce avoir bien dormi au réveil ?

(3) Si A et B sont deux événements de probabilité non nulles, montrer que

P(A)
P(AB)=P(B|A) ——=.
(4) Sachant que le prince a bien dormi, quelle est la probabilité qu'’il ait dormi sur 7 matelas?

(5) Le matin du 17 juin, le prince annonce avoir bien dormi. Sur combien de matelas a-t-il dormi, en
moyenne 7

Exercice 2. Soient d > 1 un entier et £ un R-espace vectoriel de fonctions continues f : [0,1] — R de
dimension d. Si a € [0,1], on note H, = {f € E; f(a) =0}, et si g € E on note G4 = {\g; A € R}.

(1) Soit g € E. On suppose que g n’est pas la fonction nulle, et on considére un réel a € [0, 1] tel que g(a) # 0.
Montrer que £ = G4 ® H,.

(2) Montrer qu’il existe des réels ay,...,aq € [0,1] et des fonctions gy, ...,gq4 € E tels que
E=Gy ©Gy, @--- DGy, et pour tous 1 <4,5 <d, gi(a;) #0 <<= i=7j.
En déduire que pour tout f € E,
Vi=1,...,d, fla;)) =0 = f=0.

(3) Démontrer que, si (¢1,...,9q) est une base de E, la matrice ® = (®; ;)1<i,j<d, ot ;; = p;(a;), est
inversible.

(4) Soit (frn)n>1 une suite de fonctions de E telle que Vz € [0,1], fn(z) = f(x) lorsque n — co. Montrer
que f € E et que sup,¢jo q) | fn(x) — f(2)] — 0 lorsque n — oo.
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Planche 6

Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans I'ordre de votre choix. Le temps de
préparation est d’'une heure; l'interrogation durera une demi-heure environ.

Au début de l'interrogation, vous disposerez de dix minutes au maximum pour présenter vos résultats,
sans intervention du jury. Nous vous encourageons a ne pas recopier 'intégralité de vos calculs, mais plutot a
vous concentrer sur les points cruciaux de votre raisonnement. Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il
souhaitera approfondir, y compris éventuellement celles que vous n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant
la préparation. I vous donnera le cas échéant des indications.

Exercice 1.
(1) Montrer que, pour tout z > 0,
nz<zx-—1.

(2) Soient (p1,...,pn) €t (q1,...,qn) des réels strictement positifs tels que

n n
dop= a=1.
i=1 i=1
Montrer que

n n

sz' In(g;) < Zpi In(p;) -

i=1 i=1

(3) Résoudre le systéme suivant, d’inconnues (a, b, c) € R? :

a+b+c=0
e+ el e =3

Exercice 2. On fixe un entier n > 1. Soient X1,..., X, des variables aléatoires indépendantes qui ad-
mettent toutes une variance. On suppose que E [Xi] =0pourtout 1 <1< n (mais on ne suppose pas que ces
variables ont méme loi). On pose S,, = X; +--- + X, (avec la convention Sy = 0). Le but de P'exercice est de
montrer que

1
IP’( max |Sk]| 2t> < o) Z Var(X;).

1<k<n
-~ 1<i<n

On pourra utiliser le fait que pour toute variable aléatoire positive Y admettant une espérance, onaP (Y > ¢) <
1E[Y] pour tout ¢ > 0.

(1) Pour 1 < k <mn, calculer E[S,, — Sj].
(2) Exprimer Var(S,) en fonction de Var(Xy),..., Var(X,).
)

(3) Soit A I'événement A = {maxi<r<n, |Sk| > t}. Pour 1 <k < n, on introduit I’événement

A= () IS5l <t} n{ISe] > 1}.
1<j<k
Montrer que les événements Aq, Ao, ..., A, sont deux a deux disjoints et que A = A; UAU---U A,.

(4) Montrer que E [S714, | > t?P(Ay), ott 14, est la variable aléatoire qui vaut 1 si A est réalisé et 0
sinon.

(5) Montrer que 14 = Y_;'_; 14, et en déduire que E [S2] > Y/ | E[S214,].
(6) Montrer que
E[S214,] > E[S?1a,] +2E[S, — Sk]E[Skla,].
Indication. On pourra écrire S2 = (Sg + (S, — Si))>.
(7) En déduire que E [S2] > t?P(A) et conclure.

(8) Application : majorer P (maxi<g<n |Sk| > t) lorsque X; suit une loi uniforme sur le segment [—v/7, /4.
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Planche 7

Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans I'ordre de votre choix. Le temps de
préparation est d’'une heure; l'interrogation durera une demi-heure environ.

Au début de l'interrogation, vous disposerez de dix minutes au maximum pour présenter vos résultats,
sans intervention du jury. Nous vous encourageons a ne pas recopier 'intégralité de vos calculs, mais plutot a
vous concentrer sur les points cruciaux de votre raisonnement. Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il
souhaitera approfondir, y compris éventuellement celles que vous n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant
la préparation. Il vous donnera le cas échéant des indications.

Exercice 1. On définit par récurrence une suite (P,(X);n > 0) de polynémes comme suit :

Py(X) =1,
P (X)=X,
P i2(X)=2XP,11(X) — P, (X) pour n > 0.

(1) Calculer P, pour n = 2,3,4,5.

(2) Montrer que pour tout n > 0, les coefficients de P,, sont des nombres entiers.

—
w
=

Soient a,b € R. Exprimer cos(a + b) et sin(a + b) en fonction de cos(a), cos(b),sin(a) et sin(b).
Indication. On pourra utiliser la formule d’Euler exprimant €’* en fonction de cos(z) et sin(z).

—
=~
N

Pour n > 0 et z € R, exprimer cos((n + 2)z) en fonction de cos((n + 1)z), cos(nz) et cos(x).

(5) Montrer que, pour tout n > 0 et z € R, on a
P, (cos(x)) = cos(nz).

(6) Donner les racines de P,.

(7) Ecrire P, sous forme factorisée.

Exercice 2. On considére un jeu & n joueurs (n > 2). Chaque joueur rencontre une fois chacun des autres
participants. L’issue de chacune de ces confrontations est la victoire d’un des joueurs.

(1) Dans cette question seulement, on suppose que n = 4.
(a) Combien y aura-t-il de rencontres disputées en tout ?

(b) Montrer qu’on peut décomposer I’ensemble des rencontres en 3 groupes dans lesquels chaque joueur
joue exactement une fois.

On revient maintenant au cas général ou il y a n joueurs. On suppose que n = 2k est pair.
(2) Combien y aura-t-il de rencontres disputées en tout ?
(3) Montrer qu'’il existe toujours au moins un joueur ayant remporté au moins k rencontres.

(4) On souhaite décomposer I’ensemble des rencontres en groupes dans lesquels chaque joueur joue exacte-
ment une fois. Combien faut-il faire de groupes?

(5) Montrer qu’on peut décomposer I’ensemble des rencontres en groupes dans lesquels chaque joueur joue
exactement une fois.
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Planche 8

Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans I'ordre de votre choix. Le temps de
préparation est d’'une heure; l'interrogation durera une demi-heure environ.

Au début de l'interrogation, vous disposerez de dix minutes au maximum pour présenter vos résultats,
sans intervention du jury. Nous vous encourageons a ne pas recopier 'intégralité de vos calculs, mais plutot a
vous concentrer sur les points cruciaux de votre raisonnement. Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il
souhaitera approfondir, y compris éventuellement celles que vous n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant
la préparation. Il vous donnera le cas échéant des indications.

Exercice 1. Soit n > 1 un entier. On consideére un endomorphisme f de R"” tel que
fof—=3f+2I=0,

ou I désigne l'application identité.
(1) Montrer que f est inversible et exprimer son inverse en fonction de f.

(2) Montrer que Ker (f —I) et Ker (f — 2I) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R™.
Indication. On pourra écrive I = (f — I) — (f — 2I).
(3) Montrer que f est diagonalisable.

Exercice 2. Soit (uy)n>1 une suite de nombre réels tels que w4+n < Uy, + Uy, pour tous entiers m,n > 1.
On pose

. . Uk
/= lim min —.
n—oo1<k<n k

(1) Montrer que £ € RU{—o0} et que ¢ est bien défini.
(2) Montrer que Uy, < mu, pour tous entiers m,n > 1.

(3) On suppose dans cette question que £ € R et on fixe € > 0.

(a) Justifier qu’on peut trouver un entier m > 1 tel que %= </ +e.

(b) Montrer que “= — £ lorsque n — 00.
Indication. On pourra effectuer la division euclidienne de n par m.

(4) Un chemin auto-évitant de longueur n est par définition une suite Xy, X1, ..., X,, de points & coordonnées
entieres du plan tels que Xy est lorigine, la distance entre X; et X;;1 vaut 1 pour tout 0 <i <n —1,
et tels que X; # X, deés que ¢ # j. Soit ¢, le nombre de chemins auto-évitants de longueur n. Montrer

1/n
que Cn/ converge lorsque n — oQ.
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Planche 9

Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans I'ordre de votre choix. Le temps de
préparation est d’'une heure; l'interrogation durera une demi-heure environ.

Au début de l'interrogation, vous disposerez de dix minutes au maximum pour présenter vos résultats,
sans intervention du jury. Nous vous encourageons a ne pas recopier 'intégralité de vos calculs, mais plutot a
vous concentrer sur les points cruciaux de votre raisonnement. Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il
souhaitera approfondir, y compris éventuellement celles que vous n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant
la préparation. Il vous donnera le cas échéant des indications.

Exercice 1. Soient F et F' deux R-espaces vectoriels de dimension finie, et f : E — F une application
linéaire non nulle.

(1) Soient G et H deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que f(G+ H) = f(G) + f(H).
(2) Pour tout A C F, on note
fHA)={xz € Etelsque f(z) € A} .
Soient A et B deux sous-espaces vectoriels de F.
(a) Montrer que f~*(A)+ f~Y(B) c f~1{(A+ B).
(b) Montrer que cette inclusion peut étre stricte.
(3) Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(a) f est injective,
(b) l'image par f de toute famille libre est une famille libre.
(4) Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(a) f est injective,
(b) pour toute décomposition E =G @& H, on a f(E) = f(G) ® f(H).

Exercice 2. Soient n > 1 et # > 0. On considere des variables aléatoires Uy, ..., U, indépendantes qui
sont distribuées uniformément sur le segment [0, 8]. On pose

n

-max(Uy,...,Up).

(1) Montrer que T est un estimateur sans biais de 6. Quelle est sa variance ?
(2) Montrer que S est un estimateur sans biais de 6. Quelle est sa variance ?

(3) Comparer ces deux estimateurs.
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Planche 10

Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans I'ordre de votre choix. Le temps de
préparation est d’'une heure; l'interrogation durera une demi-heure environ.

Au début de l'interrogation, vous disposerez de dix minutes au maximum pour présenter vos résultats,
sans intervention du jury. Nous vous encourageons a ne pas recopier 'intégralité de vos calculs, mais plutot a
vous concentrer sur les points cruciaux de votre raisonnement. Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il
souhaitera approfondir, y compris éventuellement celles que vous n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant
la préparation. Il vous donnera le cas échéant des indications.

Exercice 1. Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie. Soient f et g des endomorphismes de E. On
considére un supplémentaire H de Ker (f) dans E. Soit h : H — E ’application qui, & tout € H associe

go f(z).
(1) Montrer que
Ker (go f) = Ker (h) + Ker (f) .

(2) Montrer que rg(h) + dimKer (h) = rg(f). En déduire que
rg(h) > rg(f) — dimKer (g) .
(3) Montrer que
dimKer (go f) < dimKer (g) + dim Ker (f) .

Exercice 2. Pour n > 1, on note

1 _2n 1 ,2n—1
I, :/ x dx et In :/ x dx
0 1 + xn 0 1 + xn

(1) Trouver la limite de I,, lorsque n — oo.
(2) Montrer que pour tout n > 1, |I,, — J| <

(3) Calculer J,, pour n > 1.
Indication. On pourra utiliser un changement de variables.

1
2n(n+1)"

(4) En déduire un équivalent simple de I,, lorsque n — oco.
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Planche 11

Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans I'ordre de votre choix. Le temps de
préparation est d’'une heure; l'interrogation durera une demi-heure environ.

Au début de l'interrogation, vous disposerez de dix minutes au maximum pour présenter vos résultats,
sans intervention du jury. Nous vous encourageons a ne pas recopier 'intégralité de vos calculs, mais plutot a
vous concentrer sur les points cruciaux de votre raisonnement. Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il
souhaitera approfondir, y compris éventuellement celles que vous n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant
la préparation. Il vous donnera le cas échéant des indications.

Exercice 1. Soit n > 1 un entier. On note R, [X] 'ensemble des polynémes & coefficients réels de degré
inférieur ou égal a n.
(1) Vérifier que R, [X] est un R-espace vectoriel. Précisez la dimension de R, [X] et donnez une base de
R, [X].
(2) Est-ce que la famille (1,1 — 2 + 22,1 + 2 + 2?) est libre dans R,,[X] avec n > 27
(3) Existe-t-il des polynomes P(X), Q(X), R(X), S(X) tels que

1+ zy + 2%y = P(z)R(y) + Q(z)S(y)

pour tous z,y € R?

Exercice 2. Soit f une fonction continue et strictement décroissante sur Ry, telle que f(0) = 1 et
lim, o f(z) =0.
(1) Montrer que, pour tout y €]0, 1], il existe un unique = € Ry tel que f(z) = y. Dans la suite, on note
z=f"1(y)
(2) Calculer f~! lorsque f est la fonction  +— e 3%, x ++ 1/(1 4+ 22) et la fonction o — 1/In(e + ).
On revient au cas général et on définit pour tout n > 1, z,, 'unique réel positif tel que f(x,) = 1/n.
(3) Montrer que z, — co quand n — co.

(4) Montrer que dans chaque exemple de la question 2,

(L)) Loo(2) amt noee.
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Planche 12

Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans I'ordre de votre choix. Le temps de
préparation est d’'une heure; l'interrogation durera une demi-heure environ.

Au début de l'interrogation, vous disposerez de dix minutes au maximum pour présenter vos résultats,
sans intervention du jury. Nous vous encourageons a ne pas recopier 'intégralité de vos calculs, mais plutot a
vous concentrer sur les points cruciaux de votre raisonnement. Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il
souhaitera approfondir, y compris éventuellement celles que vous n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant
la préparation. I vous donnera le cas échéant des indications.

Exercice 1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et v un endomorphisme de E. Montrer que
les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(a) Ker u =1Im wu.
(b) u? =0 et dimKer v = dimIm u = dim E/2.

(c) u? =0 et il existe un endomorphisme v de E tel que uov +vou = Idg.

Exercice 2. Soit f : [1,+00) — R une fonction de classe C2. Pour n > 1, soit f,, : [1, +0o0) — R la fonction
définie par

n x
=2 (1 (x4 2) - 1),
On suppose que la fonction z — x f”(x) est bornée.
(1) On fixe z > 1. Quelle est la limite de f,(z) lorsque n — oo ?

(2) En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, exprimer la quantité f (z + £) — f(z) — £ f’(x) sous

n
la forme d’une intégrale. En déduire que

lim sup |fn(z) — f'(z)] = 0.

n— 00 z>1

(3) On suppose que f(x)/x converge lorsque x — 400 vers une limite notée L. On fixe n > 1; montrer que
fn(x) = L lorsque © — oco. En déduire que f’'(z) — L lorsque x — 0.

(4) Soit g : R — R une fonction dérivable telle que ¢’(z) converge lorsque  — 400 vers une limite notée L.
Est-ce que g(z)/x — L lorsque z — o0 ?
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Planche 13

Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans I'ordre de votre choix. Le temps de
préparation est d’'une heure; l'interrogation durera une demi-heure environ.

Au début de l'interrogation, vous disposerez de dix minutes au maximum pour présenter vos résultats,
sans intervention du jury. Nous vous encourageons a ne pas recopier 'intégralité de vos calculs, mais plutot a
vous concentrer sur les points cruciaux de votre raisonnement. Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il
souhaitera approfondir, y compris éventuellement celles que vous n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant
la préparation. Il vous donnera le cas échéant des indications.

Exercice 1. Soit n > 1 un entier. Un chemin de longueur n est par définition une suite Xy, X1,..., X,
de points a coordonnées entieres du plan tels que Xg est l'origine, et la distance entre X; et X; 1 vaut 1 pour
tout 0 <i<n—1.

Par exemple, Xy = (0,0), X; = (1,0), Xo = (1,1), X3 = (1,0), X4 = (1, —1) est un chemin de longueur 4.

(1) Combien y a-t-il de chemins de longueur 1?7 De longueur 27 De longueur n ?
) AR n K3 11— - i .
(2) On dit qu'un chemin Xg, X3 X, ne revient pas en arriere si X; # X; 1 pour tout 1 < i < n
Combien y a-t-il de chemins de longueur n qui ne reviennent pas en arriere ?
3) On dit qu'un chemin Xy, X1, ..., X, est auto-évitant si X; # X, des que i # j. Soit p,, la probabilité
J
qu'un chemin de longueur n choisi uniformément au hasard soit auto-évitant. Trouver la limite de p,,
lorsque n — oo.

(4) Soit ¢, le nombre de chemins auto-évitants de longueur n. Montrer que ¢4y < ¢, - ¢, pour tous entiers
m,n > 1.

Exercice 2. Soit @ un nombre réel strictement positif.

(1) On considere la suite (un)n>0 telle que up = a et, pour tout n > 0,

Un+1 =

Etudier la convergence de la suite (Un)n>o0-

Soit b un nombre réel strictement positif. On considére maintenant la suite (v,,),>0 telle que vg = a,v1 = b et

pour tout n > 1,
2
n

1+ UnUn—1 .

v,
Un4+1 =

(2) On suppose dans cette question que v, est croissante et que v, — co. Montrer que vy, 110,—1 / Uy — 400
lorsque n — oo. En remarquant que

vn—‘—l”n—l
Upi1 + 02 < - 1) —0,
Un

aboutir & une contradiction.

—
w
=

Montrer que la suite (v,)n>0 n’est pas croissante (on pourra raisonner par I’absurde).

—
=~
N

Montrer que la suite (v,),>0 converge vers une limite qu’on déterminera.

—~
ot
N2

Soit wy, la suite définie par w,, = In(v,)/2". Montrer que la série de terme général w,,+; — w, converge.
En déduire que la suite w,, converge lorsque n — oo.
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Planche 14

Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans I'ordre de votre choix. Le temps de
préparation est d’'une heure; l'interrogation durera une demi-heure environ.

Au début de l'interrogation, vous disposerez de dix minutes au maximum pour présenter vos résultats,
sans intervention du jury. Nous vous encourageons a ne pas recopier 'intégralité de vos calculs, mais plutot a
vous concentrer sur les points cruciaux de votre raisonnement. Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il
souhaitera approfondir, y compris éventuellement celles que vous n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant
la préparation. Il vous donnera le cas échéant des indications.

Exercice 1. Soit f : R — R une fonction de classe C" telle que pour tout z € R,

f(f(x))

X

= 1.
2015 +

Soit @ un nombre réel. On considere la suite (u,)n>0 telle que uy = a et, pour tout n > 0,

U

" =_" 11
Unt1 = 5005 T

(1) Etudier la convergence de la suite (ty,)n>0-
(2) Montrer que f'(un41) = f'(uy,) pour tout entier n > 0.

(3) Montrer que f est une fonction affine.

Exercice 2. Soit n > 1 un nombre entier et E,, = {1,2,...,n}. On considére des nombres réels strictement
positifs wy, ..., w,, avec w; = 1. Pour tous ,j € E, avec ¢ # j, on tire une variable aléatoire de Bernoulli
X;,; de parametre w:fwj . Toutes ces variables sont supposées indépendantes. Si X; ; = 1, on trace une fleche
de i vers j, sinon, on trace une fleche de j vers i.

Wi Montrer que pour tout 1 <14,j < n,

wj

(1) Soit my, = mini<; j<n

w; 1

<
w; + w; 1+m,

(2) Montrer que pour tout 1 <i,j <n,
w; 1

— <

(o —+ wj - 2m"

(3) Soit A C E,, un sous-ensemble de E,, de cardinal r avec 1 < r < n—1. De combien de maniéres différentes
peut-on choisir un point de A et un point de son complémentaire A°?

(4) En déduire une majoration de la probabilité qu’aucun fleche ne sorte de A.

(5) En déduire une condition suffisante sur m,, pour que

lim P(Cp,)=1,

n—roo

ou C,, est ’événement suivant : < Pour toute partie A C E,, de cardinal au moins 1 et au plus n — 1, il
existe une fleche de A vers son complémentaire A€ >.
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Planche 15

Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans I'ordre de votre choix. Le temps de
préparation est d’'une heure; l'interrogation durera une demi-heure environ.

Au début de l'interrogation, vous disposerez de dix minutes au maximum pour présenter vos résultats,
sans intervention du jury. Nous vous encourageons a ne pas recopier 'intégralité de vos calculs, mais plutot a
vous concentrer sur les points cruciaux de votre raisonnement. Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il
souhaitera approfondir, y compris éventuellement celles que vous n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant
la préparation. Il vous donnera le cas échéant des indications.

Exercice 1. Pour tout entier n > 1, on définit

+OO n
1, :/ e tdt .
1

1 e
I, = f/ e—ul/" du.
1 u

(1) Montrer que, pour tout n > 1,

(2) Donner la limite de la suite (I,)n>1 lorsque n — oo.

(3) Donner un équivalent de I, lorsque n — oco.

Exercice 2. Soit n > 1 un entier. Soit A une matrice de M, (R). On rappelle que A est inversible s’il existe
une matrice B € M, (R) telle que AB = BA = I,.

(1) Soient B,C € M, (R) tels que AB = I,, et CA = I,,. Prouver que que B = C.

(2) Soit B € M, (R) tel que AB = I,,. Le but de cette question est de montrer que A est inversible. Pour
cela, on considere la fonction f : M, (R) — M, (R) définie par f(M) = M A. Montrer que f est injective.
En déduire que f est surjective, puis que BA = I,,.

(3) Soient U,V € M,(R) tels que U +V = UV. Montrer que UV = VU.
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Planche 16

Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans I'ordre de votre choix. Le temps de
préparation est d’'une heure; l'interrogation durera une demi-heure environ.

Au début de l'interrogation, vous disposerez de dix minutes au maximum pour présenter vos résultats,
sans intervention du jury. Nous vous encourageons a ne pas recopier 'intégralité de vos calculs, mais plutot a
vous concentrer sur les points cruciaux de votre raisonnement. Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il
souhaitera approfondir, y compris éventuellement celles que vous n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant
la préparation. Il vous donnera le cas échéant des indications.

Exercice 1. Soit n > 2 un nombre entier. Une suite de n individus se transmet une information binaire
qui vaut 0 ou 1. Chaque individu transmet I'information qu’il a regue avec une probabilité p et la modifie avec
une probabilité 1 — p. On suppose que les individus se comportent de maniere indépendante. On note p,, la
probabilité que 'information émise par le premier individu soit celle recue par le n-ieme.

(1) Calculer p, lorsque p =1 et p = 0.
(2) Calculer po dans le cas ou p € [0, 1] est quelconque.
(3) Supposons p €]0,1[ et n > 3.
(a) Déterminer p,, en fonction de p,_;.
(b) En déduire la valeur de p,,.
n se propose ici de retrouver le résultat de la question précédente avec une autre méthode.
4) O ici de ret le résultat de 1 ti écédent t éthod

(a) Soit S, la variable aléatoire égale au nombre de modifications de l'information entre le premier et
le n-iéme individu. Déterminer la loi de \S,,.

(b) Calculer de deux maniéres différentes E [(—1)%" | et conclure.

Exercice 2. Soit f : R — R une fonction dérivable telle que que f(z)%+ (1+ f’(z))? < 1 pour tout x € R.
1
2

(1) Montrer que f est bornée.

(2)

(3) Montrer que f admet des limites en —oco et en +oo.
(4)

()

Montrer que f est décroissante.

4) Montrer que f(x) = 0 pour tout z € R.

5) Soit g : R — R une fonction dérivable telle que g(x) — 0 lorsque  — co. A-t-on forcément ¢'(z) — 0
lorsque x — 00 ?
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Planche 17

Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans I'ordre de votre choix. Le temps de
préparation est d’'une heure; l'interrogation durera une demi-heure environ.

Au début de l'interrogation, vous disposerez de dix minutes au maximum pour présenter vos résultats,
sans intervention du jury. Nous vous encourageons a ne pas recopier 'intégralité de vos calculs, mais plutot a
vous concentrer sur les points cruciaux de votre raisonnement. Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il
souhaitera approfondir, y compris éventuellement celles que vous n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant
la préparation. Il vous donnera le cas échéant des indications.

Exercice 1. Soient a,b deux nombres réels tels que a < b. Soit f : R — R une fonction de classe C! telle
que zf'(z) + f(x) € [a,b] pour tout x € R.
(1) Soit g(x) = z(f(z) — a). Montrer que g est de classe C!.
2)
(3) Montrer que f(x) > a pour tout z € R.
(4) Montrer que f(x) < b pour tout z € R.

Montrer que g est croissante sur R.

Exercice 2. Soit n > 1 un entier. Soient x1,...,Zn,Y1,-..,Yn € R.
(1) On pose P(u) = Y1 (z; + uy;)®. Montrer que P est un polynéme du second degré. Quel est son
discriminant 7
(2) Montrer que
(z%++xi) . (y%++yi) > (g;ly1+...+xnyn)2_

(3) On définit, pour tout vecteur z = (z1,...,2,) € R", N(z) = /> ._, 27 et pour toute matrice M €
M, (R),
N(Mzx)

M|| = sup
([ M]] U0 N (@)

Montrer que, pour toute matrice M € M, (R),

max M, ;| < [[M]| <
1<i,<n
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Planche 18

Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans I'ordre de votre choix. Le temps de
préparation est d’'une heure; l'interrogation durera une demi-heure environ.

Au début de l'interrogation, vous disposerez de dix minutes au maximum pour présenter vos résultats,
sans intervention du jury. Nous vous encourageons a ne pas recopier 'intégralité de vos calculs, mais plutot a
vous concentrer sur les points cruciaux de votre raisonnement. Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il
souhaitera approfondir, y compris éventuellement celles que vous n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant
la préparation. Il vous donnera le cas échéant des indications.

Exercice 1. Soit £ un R espace-vectoriel. Soient p et ¢ deux endomorphismes de E. On suppose que
pop=p,qoq=qetquepoqg=0, et on considere '’endomorphisme r =p+ ¢ — go p.
(1) Montrer que E =1Im (p) ® Ker (p).
(2) Montrer que ror = 7.
(3) Montrer que Ker (r) = Ker (p) N Ker (g).
(4) Montrer que Im (r) = Im (p) ® Im (q).

Exercice 2. Une colonie de vampires a élu domicile dans un chateau des Carpates, et le comte Drakul
souhaite estimer leur nombre. Pour cela, une nuit de pleine lune, le comte en capture 10, leur mord les oreilles,
puis les relache. La nuit suivante, il en capture 10 au hasard. Trois ont une morsure aux oreilles. On note n
le nombre de vampires, A I’événement <« Il y a 3 vampires mordus parmi les 10 capturés >, et on note f(n) la
probabilité de I’événement A. On pose finalement

__fn)
Up = ————
i+ 1)
(1) Soient a,b > 0 deux entiers tels que a < b. Simplifier 'expression
(b+1)

b
(o)

(2) De combien de maniéres différentes le comte peut-il capturer 10 vampires parmi les n vampires ? Si 10
vampires parmi les n vampires ont des morsures aux oreilles, de combien de manieres différentes le comte
peut-il en capturer 10 pour qu’exactement 3 vampires aient des morsures ?

(3) Montrer que

n? —15n — 16

Un = o 18n + 81

(4) Le maximum de vraisemblance m est la valeur de lentier n pour laquelle la fonction f atteint un
maximum. Déterminer m.
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