Oral de Mathématiques II Début de la préparation : h

Planche 1

Ce sujet d’oral est composé de deux exercices. Vous présenterez ces deux exercices a l’oral, dans
l’ordre de votre choiz.

Préparation : 30 min - Interrogation : 30 min

Exercice 1 Soient X1, ..., X,, des variables indépendantes de loi exponentielle de parametre
A > 0, c’est-a-dire de densité

froe 0 six <0,
' Aexp(—Az) sinon.

On pose L, = minj<;<, X; et U,, = maxj<;<pn X;.
1. Calculer la fonction de répartition de L,,, puis celle de U,,.
2. Quelleestlaloide Y, = nAL,?

3. On pose Z,, = \U,, — In(n). Calculer la fonction de répartition F,, de Z,,, puis trouver
la limite de F;,(x) pour tout réel = quand n tend vers l'infini.

4. On dispose de n ampoules identiques, dont on modélise les durées de vie par des
variables exponentielles indépendantes. On suppose que ’on sait seulement combien
de temps a fonctionné I'ampoule qui a claqué le plus tot. A partir de cette seule in-
formation, proposer un estimateur pour la durée de vie moyenne des ampoules. Cet
estimateur est-il sans biais ?

Exercice 2 Soit (uy) une suite de réels appartenant a l'intervalle [0, 1].
Démontrer que la somme
2
> (ur)F (1= ug)

k>1

est finie.
(On pourra étudier la fonction x z"’ (1—-2x).)




Oral de Mathématiques II Début de la préparation : h

Planche 2

Ce sujet d’oral est composé de deux exercices. Vous présenterez ces deux exercices a l’oral, dans
l’ordre de votre choiz.

Préparation : 30 min - Interrogation : 30 min

Exercice 1 Soit X1, X»,..., X, des variables aléatoires indépendantes et ayant toutes la loi
de Gumbel : pour tout ¢ dans R,

P(X; <t) = exp(—exp(—t)).

1. Démontrer que E[ | X;| ]| < +oc.
2. Onnote M,, = max {X1,..., X, } la plus grande valeur des X;. Montrer que

P(M, <t) =L, P(X; <1).

3. Déterminer le nombre a, tel que M,, — a,, suive également la loi de Gumbel.

Exercice 2 Soit (ay,),>0 une suite de nombres réels strictement positifs. On pose A, = > _, axl
1. Calculer, pour tout n,
n
a;
H (1- E)
2. En déduire que la série 3 In(1 — ) converge si et seulement si la série } _ a; converge.
3. En déduire que la série } | 4 converge si et seulement si la série 3  a; converge.

4. Onsuppose que la série ) _ a; diverge. Soit oo € R . Montrer que la série ) | 7& converge

i

. . . . . a; AL 1
si et seulement si o > 1. Indication : remarquer que, pour « > 1,ona 45 < [ A, zade.

K3
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Planche 3

Ce sujet d’oral est composé de deux exercices. Vous présenterez ces deux exercices a l’oral, dans
l’ordre de votre choiz.

Préparation : 30 min - Interrogation : 30 min

Exercice 1 On considére n > 2 variables aléatoires réelles indépendantes X7, ..., X;, de méme

loi et de densité ,

fO(fE): W sixz € [0,9]
0 sinon

ol f est un parametre strictement positif. On pose
S=X1+--+X, et T=max(Xy, -,Xp)

1. Calculer E (S) etV (S).
2. Calculer P (T < t). En déduire une densité de T puis £ (T) et V (T).
3. On suppose maintenant que 6 est un parametre inconnu qu’on se propose d’estimer.
(a) Montrer qu’il existe a et b (dépendants de n) tels que S’ = aS et T" = bT soient des
estimateurs sans biais de # Calculer V (S") et V (1)

(b) Entre les deux estimateurs S’ et T’ lequel doit-on préférer?

Exercice 2 On considére la fonction f définie sur ]0, 2[U]L, +-00[ par f(z) = Togail:

Ve
1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. La fonction prolongée est-elle dé-
rivableen 0?
2. Etudier les variations des f et déterminer ses points fixes.

3. On définit la suite (u,) par up = 2 et up+1 = f(uy). Montrer que que u,, converge vers
une limite ¢ que 1’on déterminera.

4. Montrer qu'il existe une constante ¢ €]0, 1] tel que |u,+1 — ¢| < c|u,, — ¢| pour tout n.

5. En déduire que la série de terme général log(u,,) est convergente.




