Sujet 1 - 2022

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans I'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure ; I'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons a ne pas recopier l'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements. Cette
premiere partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le souhaitez.
Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
1. Question préliminaire :

+o00
Montrer que si ¢ est une fonction paire, continue sur R et si / o(x) dx converge, alors
0

+oo
/ o(x) dx converge et :

—0o0

/+0o o(z) do = 2/0+°° o(z) da

—0C

On considére une variable aléatoire X qui suit la normale centrée réduite.
On pose Y = | X|.

2. Montrer que Y est une variable aléatoire & densité et en déterminer une densité.

3. Montrer que, pour tout n dans N*, Y admet un moment d’ordre n et que :

+oo
EY") = \/2/ 2" "2 dy
T Jo

+oo
Dans toute la suite, on note, pour tout n dans N, I, = / e /2 dx
0

4. (a) Justifier que Iy converge et calculer sa valeur.
(b) Calculer I.
(c) Pour tout n dans N, montrer que I,1o = (n + 1)1,.

(d) En déduire, pour tout k¥ dans N, la valeur de Is 1 et celle de Iy en fonction de k.
(

a) Montrer que, pour tout n dans N*,
+o0 N +o0 5
/ 2" Hle /2 dy =/ 2" e 2 dy
0 0

(b) Montrer que, pour tout n dans N*

_nt2 n+1

+o0 5
n~ 2 Iyy1—n~ 2 I, = / 2" e 2 (g —1)? da
0

N | —

(c¢) En déduire que pour tout n dans N*
0< \/ﬁln < In+1

I, )
% en fonction de n.

6. (a) Pour tout n dans N, déterminer I’expression de
2n+1
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Sujet 1 - 2022

(b) Montrer que pour tout n dans N*,

2n
et en déduire un équivalent de < > lorsque n tend vers +oo0.
n

Exercice 2.
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et  un endomorphisme de F.

1. Montrer que I'ensemble {j € N* | Ker(u/) = Ker(u/T!)} est non vide et qu'il est minoré.
On admettra qu’il possede par conséquent un plus petit élément.

Dans la suite de 'exercice, on pose :
k = min{j € N* | Ker(u/) = Ker(u/*1)},
K = Ker(u"),
I = TIm(u®).

2. Montrer que pour tout j > k, Ker(v/) = K et Im(v/) = I.
3. Montrer que 'application ux définie par :
Vo e K, ug(z) = u(z)

est un endomorphisme de K et qu’il existe un entier naturel p tel que ub. est I'endomorphisme
nul.

4. Montrer que 'application u; définie par :
Ve e I, ur(x) = u(x)
est un automorphisme de I.

5. Montrer que K et I sont des sous-espaces supplémentaires dans E.
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans I'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure ; I'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons a ne pas recopier l'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements. Cette
premiere partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le souhaitez.
Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

FExercice 1.

1. Résultats préliminaires

(a) Soit ¢ une fonction continue sur R et soit a un réel.

+o0 +o0
Montrer que si / @(t)dt converge alors / ©(t)dt tend vers 0 quand « tend vers +oo.
a x

(b) Soit ¢ une fonction continue sur R et a un réel.
400

400
Montrer que si ©(t)dt converge alors la fonction x / o(t)dt est de classe C* sur
a xX
[a; +o00[ de dérivée x — —p(x).
(c) Soit ¢ une fonction continue et paire sur R.

+o0
Montrer que si / ©(t)dt converge alors /

—00 —00

+o0 +o0
o(t)dt = 2 /0 o(t)dt.

Soit X une variable aléatoire de densité f et de fonction de répartition F'. On suppose que :
Vo <0, f(x) =0 et f continue sur [0; +o0].
2. On suppose pour cette question que la variable X admet une espérance.

(a) Montrer que pour x > 0 :

+oo +oo

o<z | f)dt< / LF(8)dt

T T

/;oo fdt = o G) .

+o0 +oo
(b) Montrer que / < / f (t)dt) dx converge et vaut E(X).
0 T

En déduire que :

+o0 +0o0 5
(¢) Montrer que / ( / et dt) dx converge et calculer sa valeur.
0 T

“+oo

+oo
3. Réciproquement, on suppose désormais que / < / f (t)dt> dx converge.
0 T

(a) Soit a un réel positif, démontrer que :
a +oo
0< / of(@)dz < / (1- F(z))da
0 0

(b) En déduire que X a une espérance.

Exercice 2.
On considére ’espace vectoriel My ;(R) muni de sa base canonique C et de son produit scalaire
canonique.
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On note & I'ensemble des suites réelles (x,,)nen telles qu'il existe un couple de réels (a, b) vérifiant :
VneN, vy =ax, + 0.

On considere deux suites réelles u et v définies par leurs premiers termes respectifs ug et vy et les
relations de récurrence :

3 1 1 3
VneN, upp = §un — §vn +2 et v = —éun + §U'n + 1.

1. Soit (e, 8) un couple de réels et (wy,)nen la suite définie par : Vn € N, w,, = au,, + Buy,.

. . 14 . o .
Montrer que, pour que la suite w soit un élément de &, il suffit que ( > soit vecteur propre

p
= ()

de la matrice :

2. (a) Montrer qu’il existe une base orthonormée B = (C1,C3) de My 1(R), formée de vecteurs
propre pour M.

(b) Déterminer la matrice de passage P de la base C & la base B puis la matrice de passage de
la base B a la base C.

3. On considere les suites (2p,)nen €b (£ )nen définies pour tout entier naturel n par :
Zn — P71 Un,
tn Up,
Exprimer z, et t,, en fonction de n, ug et vg.

4. Déterminer finalement une expression de u, et de v, en fonction de n, ug et vg.
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Sujet 3 - 2022

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans I'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure ; I'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons a ne pas recopier l'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements. Cette
premiere partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le souhaitez.
Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
Pour tout entier naturel n non nul, on considere I’équation :

(Ep) l+In(z+n)==z
1. Montrer que (E,) admet une unique solution a,, sur R.

2. Montrer que, pour n assez grand, In(n) < a,, < n.
En déduire le comportement de la suite (ay,)nen+ lorsque n tend vers +oo.

3. (a) Montrer que a,, ~ In(n) lorsque n tend vers +oo.

(b) Déterminer un équivalent simple de e lorsque n tend vers +oo.

4. (a) Montrer que la suite (a, — In(n)),en+ est convergente et déterminer sa limite £.

(b) Quelle est la nature de la série Z(an —1In(n)—1¢) 7

n>1

Exercice 2.
On admet que si z est un réel de | — 1; 1], alors :

1 XX /20 a2
V1= 22 N 7;) n (5)

On effectue des lancers successifs et indépendants d’une piece qui donne “pile” avec probabilité p (on
suppose que p €]0; 1[).

Un compteur affiche a I’issue de chaque lancer la différence entre le nombre de “pile” et le nombre de
“face” obtenus depuis le premier lancer. Ainsi, si les premiers lancers donnent “PFFPP”, le compteur
affichera 1 a l'issue de ces lancers. Si les premiers lancers donnent “FPFFFE”, le compteur affichera
—3 a l'issue de ces lancers.

Un entier naturel non nul n étant fixé, on note C,, la variable aléatoire égale & I'entier relatif affiché
) n
par le compteur a l’issue du n-ieéme lancer.

1. Déterminer P([C), = 0]). On pourra distinguer deux cas selon la parité de n.

Pour tout entier naturel non nul %k, on note Ay I'événement “le compteur affiche O pour la premiere
fois a l'issue du k-ieme lancer”.

n
2. (a) Justifier que : [C), =0] C U Ay
k=1
(b) En déduire que :

Vn e N*, P(C, =0) =Y P([C, =0]N Ay)
k=1
P(C, x=0) sik<n

3. (a) Justifier que, pour tous entiers naturels k et n : Py, (C,, =0) = .
0 sinon
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(b) En déduire que :

Yn e N*, P(C, =0) =Y P(Ch_t =0) x P(Ay)
k=1

(¢) On définit les suites (uy)nen €6 (Un)nen par :
up =1, v9 =0 et, pour tout n € N*, u, = P(C,, =0) et v, = P(Ay)

i. Montrer que si x €] — 1, 1], la série de terme général v,z™ converge. On note V() sa
somme.

ii. Montrer en utilisant le résultat admis au début de I’énoncé que pour tout = €] — 1;1],
la série de terme général u,x™ converge et que si on note U(z) sa somme, on a :

1
1—4p(1—p)a?

Ve €] - 1,1, U(z) =

iii. Montrer que pour tout n de N* :

n
Up = E Up—kVk
k=1

iv. En déduire que pour tout x de | — 1;1],
U(x) =14+U(x)V(x)

v. Donner, en fonction de p et de x, une expression de V(z) sur | — 1;1].
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Sujet 4 - 2022

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans I'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure ; I'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons a ne pas recopier l'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements. Cette
premiere partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le souhaitez.
Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
Soit (uy,) une suite de réels positifs telle que la série Z Uy, converge.
n>1
400
Pour tout n € N, on note R,, = Z U
k=n+1

1. Justifier que la suite (R,,) est décroissante, convergente et déterminer sa limite.

2. Pour n entier naturel, justifier que :
n n
> Ri=(n+1)Ry+ Y ku.
k=0 k=0

En déduire que si la série g R, converge, alors la série g nu, converge.
n>0 n>0

3. On suppose que la série g nu, converge.
n>0

~ ?
(a) Que vaut ngl}rloo(n +1)R, 1

(b) En déduire que la série Z R,, converge.
n>0

4. Application : Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, on note F’ sa fonction de répartition.

(a) Justifier que X admet une espérance si et seulement si la série Z(l —F(n)) est convergente
neN
et que, si elle existe, I'espérance de X est la somme de la série Z(l — F(n)).
neN
(b) En déduire une démonstration pour la formule de 'espérance d une loi géométrique.

Exercice 2.

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul fixé.

Les matrices considérées sont a coefficients dans K, ou K désigne I’ensemble des réels ou I’ensemble
des complexes.

Pour M élément de M,,(K), on note !M la transposée de la matrice M.

1. Question préliminaire
Montrer qu’une matrice carrée a les mémes valeurs propres que sa transposée.

Soit A une matrice de M,,(K) admettant n valeurs propres distinctes notées A1, Ag,..., Ay.
On appelle alors D la matrice diagonales dont les coefficients diagonaux sont les \; avec i entier entre
1etn.

2. Rappeler pourquoi A est diagonalisable et préciser la dimension de ses sous-espaces propres.
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3. Soit P une matrice inversible.
Montrer que I’égalité AP = PD équivaut au fait que pour chaque entier j entre 1 et n, la j-éme
colonne de P est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A;.

4. Dans toute la suite, on note P une matrice dont la j-éme colonne est un vecteur propre de A
pour la valeur propre \; pour chaque entier j entre 1 et n. La matrice @) jouera le méme réle avec
les mémes valeurs propres de YA. Pour i et j deux entiers entre 1 et n, on notera respectivement
pij et qij le coefficient se trouvant a la ligne i et la colonne j dans la matrice P et la matrice Q.

(a) Justifier que : ‘QA = D'Q.
En déduire que : A(fQ)~! = (Q)'D.

(b) Justifier alors l'existence d’une matrice diagonale inversible A qui vérifie :
(‘Q)~" = PA.

(¢) On note 01, da,..., 0y, les coefficients diagonaux de A. Montrer qu’ils sont déterminés par la
relation :

n
Vie [[1777’]]’ 52 Zpkiqki =1
k=1

5. Application : Montrer que si les valeurs propres de A sont toutes non nulles, alors A est inversible
et pour tous les entiers i et j entre 1 et n, le terme qui se situe a la i-eme ligne et j-éme colonne

n
de A1 est égal a Z 5, Likdik
R
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Sujet 5 - 2022

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans I'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure ; I'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons a ne pas recopier l'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements. Cette
premiere partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le souhaitez.
Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
On consideére une suite (X,)p,>1 de variables aléatoires indépendantes et qui suivent toutes la loi
uniforme discrete sur {—1;1}.

n
Pour tout n de N*, on pose S,, = ZXk'
k=1

1. (a) Pour un réel ¢ et un entier k donnés, montrer que la variable e!X# admet une espérance et
la calculer.
Dans la suite, on note o(t) = E(e!X*).

(b) Montrer que pour tout réel ¢, p(t) < et’/2,
2
Indication : on pourra étudier les variations de la fonction t — 3~ In(p(t))
2. (a) Pour tout réel ¢, montrer que E(e!") = (o(t))".
(b) Pour tout réel ¢, déterminer
lim E(e!5/V™)

n——+oo
3. Soit @ un réel positif.

(a) Montrer que, pour tout réel positif ¢ :

E(etS)

P(Sn > CL) < ola

(b) A Daide des questions précédentes, en déduire que :
P(S, >a) < e @/

(c) Montrer que P(S,, < —a) = P(S, > a) puis déterminer une majoration de P(|S,| > a).

Exercice 2.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

On munit R de son produit scalaire usuel que I'on note (, ). La norme associée est notée || . ||.
Soit u un vecteur de R"™ de norme égale a 1.

Pour tout réel a, on définit ’application f, par :

Ve e R", f(z) =z + alz,uju
1. Montrer que f, est un endomorphisme de R".
2. Soient a et b deux réels.

(a) Déterminer c tel que f, 0 f = fe

(b) Pour quelle(s) valeur(s) de a, Uapplication f, est-elle bijective ? Expliciter alors sa bijection
réciproque.
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(¢) Pour quelle(s) valeur(s) de a, Papplication f, est-elle une symétrie ? Préciser alors son axe
et sa direction.

(d) Pour quelle(s) valeur(s) de a, I'application f, est-elle une projection ? Préciser alors les
deux sous-espaces F' et G tels que f, soit une projection sur F' de direction G.

3. L’endomorphisme f, est-il diagonalisable ?

4. Dans cette question, on pose a = —2 et on ne suppose plus le vecteur u fixé.
On note s, lapplication f_s définie précédemment. On a donc, pour tout u de R™ tel que
l[ull =1

Ve e R", sy(z) =2 —2(z,u)u

On note g un automorphisme de R" vérifiant la propriété suivante : la matrice de ¢g~* dans la
base canonique de R" est la transposée de la matrice de g dans la base canonique de R™.

(a) Vérifier que ||g(u)|| = 1.
(b) Montrer que : gos,og ! = Sq(u)-
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans I'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure ; I'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons a ne pas recopier l'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. FElle peut étre plus courte si vous le
souhaitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
Pour X une variable aléatoire & valeurs dans R*} de densité f et de fonction de répartition F, on
appelle taux de défaillance de X la fonction h définie par :

f(z) :
Ve eR, h(z)={1-F(z) si F(z) <1
0 si F(x)

1

1. On suppose dans cette question uniquement que X suit la loi uniforme sur Ja, b olt a et b sont
deux réels tels que 0 < a < b. Déterminer le taux de défaillance de X.

2. On suppose dans cette question uniquement que X suit la loi exponentielle de parametre \ ou
A est un réel strictement positif. Déterminer le taux de défaillance de X.

3. On revient au cas général. On considere un réel ¢ vérifiant F(t) < 1.

t
Exprimer / h(x) dx en fonction de F(t).
0

4. Déterminer les lois pour lesquelles le taux de défaillance est constant.

Exercice 2.
Dans cet exercice on se place dans un espace vectoriel E de dimension finie n ou n est un entier
supéricur ou égal a 2. On considere alors u et v deux endomorphismes de F diagonalisables.

1. Démontrer que s’il existe une base B de E dans laquelle les matrices associées a u et v sont
diagonales, alors on a wov = vowu (on dit que u et v commutent).

2. Supposons désormais que w o v = v 0 u.

(a) Dans cette question on se place dans le cas particulier n = 2.
Justifier qu’il existe une base de E dans laquelle les matrices associées a u et a v sont
diagonales (on pourra procéder par disjonction de cas en fonction du nombre de valeurs
propres distinctes de u).

(b) On revient au cas général olt n est un entier naturel non nul.

i. Démontrer que si u possede une seule valeur propre alors il existe une base de E dans
laquelle les matrices associées & u et & v sont diagonales.

ii. Soit F' un sous-espace propre de u.
Montrer que : Vo € F, v(x) € F.
On considere alors v ’endomorphisme de F' induit par v : v est donc I’endomorphisme
de F tel que pour tout = € F, v(x) = v(x).
On définit de méme u ’endomorphisme de F' induit par u.
Justifier que @ et ¥ commutent.

iii. A I’aide d’une démonstration par récurrence, démontrer alors que, si v et v commutent,
il existe une base de E dans laquelle les matrices de u et de v sont diagonales.
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans I'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure ; I'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons a ne pas recopier l'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements. Cette
premiere partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le souhaitez.
Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parametre 1.
Pour tout n de N, on appelle Y;, la variable aléatoire définie par : Y;, = (sin(X))

2n

1. (a) Montrer que, pour tout n de N, Y,, admet une espérance que lon notera J,,.
(b) Calculer Jy.

La suite de cet exercice a pour objectif de déterminer de deux fagons différentes la limite de la suite
(E(YVZ))nEN'

2. Premiere méthode.
(a) i. Pour tout n de N* montrer que :

_ 2n(2n — 1)J
n — An2 +1 n—1

ii. Montrer que la suite (J,, )nen est monotone. En déduire que cette suite est convergente.

2%k(2k — 1)>'

(b) i. Déterminer la nature de la série de terme général In < A2 1

ii. En déduire la limite de la suite (J,)nen-
3. Seconde méthode.

(a) Montrer que :

VneN, 0<J, < 1% / (sin(z))*" da
0

—e
(b) Retrouver ainsi la limite de la suite (Jp,)nen-
4. Montrer que :
Ve>0, lim P(Y,>¢)=0

n——+00

Exercice 2.
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1. Question préliminaire
Montrer qu’une matrice carrée a les mémes valeurs propres que sa transposée.

2. Soit A = (a;;)1<ij<n une matrice de M, (C).
n
Pour tout ¢ de [1,n], on pose r; = Z i ;|-
j=1

Ty
Soient A une valeur propre de A et X = : un vecteur propre associé.

Tn
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(a) Montrer que :
; | <
Vi e [1,n], |Ax;] <1 x élzilxgnﬂxk')

(b) En déduire qu'’il existe ¢ dans [1,n] tel que || < r;.

3. Soit (cp,c1,.-.,¢p—1) dans C™.
On définit le polynéme P par : P(X) = X" + nilcka et la matrice M = (m;j)i<ij<n de
M, (C) par : =

1 sij=14+1
V(Z,j) € [[1,71]]2, mij = § —Cj—1 sit=n
0 sinon

(a) Montrer que les valeurs propres de M sont les racines du polynéme P.

(b) On pose R = max(|cgl, 1 + |e1], 1+ |ealy ..oy 1+ |en—1]).
Déduire des questions précédentes que toutes les racines de P ont un module inférieur ou
égal a R.
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans I'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure ; I'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons a ne pas recopier l'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements. Cette
premiere partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le souhaitez.
Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit f et g deux projecteurs de E. On note idg
I’application identité de E.

Les questions 2. et 3. sont indépendantes I'une de I'autre.

1. (a) Démontrer que Kerf et Imf sont supplémentaires dans E.

(a)

(b) Démontrer que Imf = Ker(f — idg).

2. (a) Démontrer que Kerf = Kerg si et seulement si fog= fet go f=g.
)

(b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f et g aient la méme image.
3. On suppose dans cette question que fog=go f.

(a) Démontrer que f o g est un projecteur.

(b) Démontrer que :
E = (Imf NImg) ® (Imf NKerg) ® (Kerf NImg) ® (Kerf NKerg)
En déduire I'image et la direction de f o g.

Exercice 2.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace probabilisé.

On considere T une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur ]0; 1] et on définit alors la variable
U par larelation U =1 —T.

On pose alors : X = min(7T,U), Y =max(T,U), M = XY et S=Y — X.

1. Rappeler la fonction de répartition Fp de 7. On en donnera une expression et l'allure de la
représentation graphique.
Rappeler les valeurs respectives de ’espérance et de la variance de T'.

2. Déterminer la fonction de répartition de U.
3. (a)
(b)
(c) Donner la représentation graphique de la fonction ¢ — ¢(1 — ¢) pour ¢ € [0;1].
(d)

Donner une expression de M en fonction de 1" uniquement.

En déduire que M admet une espérance et donner sa valeur.

Montrer alors que la fonction de répartition Fiy de M vérifie :
Vo €]0;1/4], Fy(x)=1—+1—4x

(e) M admet-elle une variance ? Si oui, donner sa valeur. (On pourra utiliser le changement

de variable u = /1 — 4x).

4. (a) Justifier que S = |27 — 1].
(b) Déterminer alors la probabilité de I’événement [M > S].
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans I'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure ; I'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons a ne pas recopier l'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements. Cette
premiere partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le souhaitez.
Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.

Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie n.

Soient Ep et Ey deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E.

Soit f un endomorphisme de E; et g un isomorphisme de Ej sur Es.

A tout vecteur x de E que l'on peut écrire x = x1 + a2 ou 1 € Fy et x9 € Fs, on associe :

p(z) = g~ (a2) + g(x1) + f(a1)
1. Justifier que dim Ej=dim F5. Que peut-on en déduire sur n 7
2. Montrer que ¢ est un automorphisme de E.

3. (a) On suppose que ¢ admet une valeur propre réelle A et on note x un vecteur propre associé.
On écrit de nouveau x sous la forme x = x1 + 12 oll ©1 € E1 et x5 € Fo.
Montrer qu’alors 1 et x5 sont non nuls et que x; est un vecteur propre de f.

(b) Réciproquement, on suppose que f admet une valeur propre réelle y et on note xz; un
vecteur propre associé.
Montrer que ¢ admet au moins deux valeurs propres réelles A et \’ et déterminer en fonction
de x1 un vecteur propre de ¢ associé a chacune de ces deux valeurs propres.

Exercice 2.
Les questions 2 et 3 de cet exercice sont indépendantes entre elles. Elles utilisent le résultat démontré
dans la question 1.

Dans la suite, on admettra le résultat suivant :
Si (Un,k)(n,kyen2 st une suite de réels positifs ou nuls, suite a deux indices vérifiant :
(i) pour tout k de N, la série Z Up, converge. On note S sa somme.
neN
(ii) la série Z Sk converge.

keN
Alors on peut permuter les deux signes Y et on obtient :

+oo +oo /400 +oo /+4oo
3 5= 3 (Sune) =3 (o)
k=0 k=0 \n=0 n=0 \k=0
1. Soient X et NV des variables aléatoires discretes et a valeurs dans N, définies sur un méme univers
Q que 'on supposera muni d’une probabilité P.
On convient de noter N(£2) 'ensemble des entiers n de N tels que P(N =n) # 0.
On admet que X possede une espérance.

(a) Montrer que pour tout n de N(Q), la série Z EP(X = k[N = n) est convergente. On

keN
notera E,(X) sa somme.

(b) Montrer que :
BX) = Y E(X)P(V=n)
neN(Q)
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2. On effectue des lancers successifs et indépendants d’une piece qui donne “pile” avec la probabilité

p €]0, 1] et “face” avec la probabilité 1 — p.

On appelle N la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir “pile”
pour la premiere fois.

Si “pile” apparait pour la premiere fois au n-ieme tirage, on effectue n lancers de la méme piece
et on appelle X le nombre de “pile” obtenus lors de cette seconde série de lancers.

On admet que X posseéde une espérance. La déterminer.

. Un joueur paie une certaine somme r pour pouvoir jouer a un jeu qui consiste a lancer plusieurs
fois un dé :
e . , . . . . .
- ¢'il obtient un 6, l'organisateur du jeu lui donne 6 euros et le jeu continue,
- ¢’il obtient un 5, 'organisateur du jeu lui donne 5 euros et le jeu continue,
- 8’il obtient un chiffre différent de 5 et 6, il ne gagne rien et le jeu s’arréte.

On note N le nombre de lancers effectués avant d’obtenir un chiftre différent de 5 et 6 et S la
somme gagnée.
On admet que S possede une espérance.
(a) Déterminer la loi de N. Quelle est la probabilité que le jeu ne s’arréte jamais ?
(b) Montrer que pour tous n et k de N,
(o2 1)
—k
Pyn_n(S=k) = 6712—n sidvn <k <6n

0 sinon

(c) Quelle doit étre la valeur de r pour qu’en moyenne 'organisateur du jeu ne soit pas perdant ?
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans I'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure ; I'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons a ne pas recopier l'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements. Cette
premiere partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le souhaitez.
Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.

On dispose d’une infinité de sacs numérotés par les entiers naturels de sorte que pour chaque entier
naturel , le sac numéroté i contient i + 1 jetons eux-mémes numérotés de 0 a 1.

On choisit un sac puis on pioche au hasard un jeton dans le sac (ce tirage se fait dans des conditions
d’équiprobabilité).

On note  'univers de cette expérience.

On note N la variable aléatoire égale au numéro du sac choisi et, pour chaque entier naturel i, on note
pi la probabilité de I’événement [N = i].

On note X la variable aléatoire égale au numéro du jeton obtenu.

1. (a) Quel est 'ensemble X () des valeurs possibles pour X 7

(b) Pour chaque valeur j dans X (£2), donner une expression de P(X = j) sous la forme d’une
somme faisant intervenir les p;.

(¢) Montrer que N — X suit la méme loi que X.
2. On suppose dans cette question qu’il existe un entier naturel n supérieur ou égal & 2 qui vérifie :
Vi>n+1, p,=0 et Vi<n, p;>0.

(a) Trouver une relation entre E(N) et E(X).
(b) Trouver une relation entre V(N) et Cov(XNV, X).
(On pourra utiliser I’égalité : V(N — X) = V(N) + V(X) — 2Cov(N, X).)
(c) Calculer Cov(N, N — 2X). Les variables N et N — 2X sont-elles indépendantes ?

Exercice 2.

On note E D’espace vectoriel des fonctions continues de R dans R. On considere a un réel fixé pour
Pensemble de I’exercice. On définit 'application ® qui, a toute fonction f élément de F, associe la
fonction g définie sur R par :

1 2x—a ‘
VeeR, g(x)= 33—(1/35 f(t)dt si T #a
f(a) sinon

1. Soit f un élément de E.
Justifier que ®(f) est une fonction continue sur R.
En déduire que ® est un endomorphisme de E.
2. Soit f un élément de E, justifier que ®(f) est une fonction dérivable sur R\ {a}.

3. Soit f un élément du noyau de ®.

(a) Justifier que : Vo € R, f(z) = 2f(2z — a).

2n -1
(b) En déduire que : Yn € N, Vo € R, f <(2$> =2"f(x).

(¢) Montrer enfin que f est la fonction nulle.
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4. ® est-il surjectif 7 injectif 7
5. (a) Pour k entier naturel, on note f;, la fonction définie sur R par :
Ve eR, fi(x) = (z—a)

Déterminer I'image par ® de chaque fonction fg.

(b) En déduire que Papplication ¢ définie sur R, [X] par :
VP e R, [X], @(P) = a(P)

est un endomorphisme de R, [X].

(c) ¢ est-il surjectif ? injectif ? diagonalisable ?
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans I'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure ; I'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons a ne pas recopier l'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements. Cette
premiere partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le souhaitez.
Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1. Soit u un endomorphisme de R".
Montrer que si tout vecteur non nul de R" est vecteur propre de wu, alors u admet une seule
valeur propre.

Dans la suite de Iexercice, u désigne un endomorphisme non nul de R" dont la trace est nulle.

Sous ces conditions, on peut alors démontrer qu’il existe une base de R™ dans laquelle la matrice de
u a une diagonale constituée de coefficients nuls.

L’objet des questions qui suivent est de montrer ce résultat dans certains cas particuliers.

2. Dans cette question, on suppose que n = 2.
Montrer qu’il existe une base de R? dans laquelle la matrice de u est de la forme :

(v6)

3. On suppose dans cette question que n = 3 et on note f I’endomorphisme de R? dont la matrice
dans la base canonique est la matrice A définie par :

ol a désigne un réel.

1 0 3 6
-4 7 -1

On appelle x le vecteur (1,1,0).
Montrer qu’il existe une base de R? dont le premier vecteur est z et dans laquelle la matrice de
f est la matrice B définie par :
0 -1 2
B=|1 0 3
-2 0

Exercice 2.
L’objectif de cet exercice est d’étudier ’existence et I'unicité d’un minimum pour la fonction définie

sur R? par :
f i (a,0)— E((X —aY —b2)?)

ou X,Y, Z désignent trois variables aléatoires a densité admettant des moments d’ordre 2.

1. Dans cette question et la suivante, on suppose que E(Y?)E(Z?) — (E(Y Z))* # 0.

(a) Montrer que E(Y?) est non nulle.
(b) Montrer que pour tout (a,b) € R%\{(0,0)}, E ((aY + bZ)?) est un réel strictement positif.
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2. (a) Montrer que f est de classe C' sur R? et qu’il existe un unique couple (ag,bg) € R? (que
of

Pon ne cherchera pas & déterminer) tel que g—i(ao, by) = %(ao, by) = 0 olt %0 désigne la

dérivée partielle de f par rapport a sa premiere variable.

(b) Montrer que :
Y(a,b) € R?, E((X — apY —boZ)(aY +bZ)) =0

puis que

E((X —aY —b2)?) = E (X — apY — 0oZ)?) + E (((a0 —a)Y + (by — b)Z)Q)

(¢) Etudier les extremums de f.

3. On suppose ici que Y et Z sont deux variables aléatoires & densité, indépendantes, qui suivent
la loi uniforme sur [0, 1] et on pose X = Y2
Déterminer le couple (ag,bp) en lequel f admet son minimum.
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans I'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure ; I'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons a ne pas recopier l'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements. Cette
premiere partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le souhaitez.
Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
Soit n un entier naturel non nul. On note R, [z] I'espace vectoriel des fonctions polynomiales & coeffi-
cients réels de degré inférieur ou égal a n.

Soit T' application qui, & tout élément P de E associe la fonction ) définie sur R par :
1
VreR, Q(z)=axP(x) - =(2* —1)P'(z).
n

1. Justifier que T" est un endomorphisme de F.
2. Soit P un élément de F, vecteur propre de T

(a) Montrer que P est de degré n.
(b) Démontrer que les seules racines possibles pour P sont —1 et 1.
(c) En déduire que P est de la forme : x + a(xz — 1)*(z + 1)"~* oll a est un réel non nul et k

un entier entre 0 et n.

3. Déterminer les valeurs propres de 7. L’endomorphisme T est-il diagonalisable 7

Exercice 2.
Soit m un entier naturel non nul. On considére n variables aléatoires X1, ..., X,, indépendantes, de
meéme loi exponentielle de parametre 1.
On définit alors la variable Y, par : Y, = Max(X3, ..., X,).
1. (a) Justifier que, pour x réel positif, P(Y, <z) = (1 —e™*)™.
(b) Montrer que Y,, est une variable aléatoire & densité et en déterminer une densité (on la
notera f, dans la suite).

2. (a) Démontrer que Y;, a une espérance et démontrer que :

n—1 _1]' n
E(Yn)=z—( j) +(31+1)

Jj=0

(b) Vérifier que, pour j et k deux entiers entre 1 et n — 1 vérifiant j <k —1,0on a :

() =6) ()

L (-1)i( —If-l)
(¢) Pour k entier naturel non nul, on pose : uy = Z ]le
§=0

Démontrer que pour k supérieur a 2, on a : up = ug_1 + T

— 1
En déduire que E(Y,,) = Z .
k=1
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()
3. (a) Pour k entier naturel non nul, on pose : vy = Z W
§=0

Démontrer que pour k supérieur a 2, on a : vy — vp_1 = Euk

(b) Montrer que Y;, a un moment d’ordre 2 et que E(Y,2) =

(c) Montrer enfin que Y,, a une variance et que V(Y,,) =

On pourra remarquer que : pour (a;)i<i<, € R", E =2 E a;a; — E a
i=1 1<i<j<n
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans I'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure ; I'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons a ne pas recopier l'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements. Cette
premiere partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le souhaitez.
Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
Soit n un entier naturel non nul. On considere I'espace vectoriel £ = R" muni de son produit scalaire
canonique que ’on note (, ).
On rappelle que :
Y(z,y) € E?, (x,y) ='XY

ol X et Y sont les colonnes contenant les coordonnées respectives de z et de y dans la base canonique
de FE.

Soit f un endomorphisme de E, on note M sa matrice dans la base canonique de FE.

On note f* 'endomorphisme de E dont la matrice dans la base canonique de E est 'M.

1. (a) Montrer que Ker(f* o f) = Ker(f).
(b) Montrer que Im(f* o f) = (Ker(f))*.
(c) Démontrer alors que si f o f*o f = f alors f* o f est une projection orthogonale.
2. (a) Démontrer que Im(f) = (Ker(f*))*.
(b) En déduire que si f* o f est une projection orthogonale, alors fo f*o f = f.
Exercice 2.

1. Préliminaire
(a) Soit h la fonction définie sur Ry par :
VeeRy, h(z)=zln(z), si >0 et h(0)=0

Justifier que h est continue sur R,.

b) Démontrer que : Vax € R%, In(z) < x — 1. Illustrer cette propriété par un graphique.
T g

Pour X une variable aléatoire a densité de densité ¢, on dit que X possede une entropie lorsque

+o0
/ h(p(x))dx est absolument convergente. On appelle alors entropie de X la quantité H(X) définie

- +o0
par: H(X) = —/_ h(p(x))dx.

2. On considere dans cette question une variable X suivant la loi normale d’espérance m et de
variance 02 (m € R, 0 € R%).

_ 1+1In(270?)

-

1 _ 2
On rappelle qu’une densité de X est donnée par : Vo € R, p(z) = T exp (—%).
o

Montrer que X posséde une entropie et que H(X)

3. Soit Y une variable aléatoire a densité, de densité f continue sur R, d’espérance m et de variance
o2. On suppose de plus que Y admet une entropie.
+o00
(a) Calculer l'intégrale I = / f(z)In(p(z))dx et vérifier que H(X) = —1.

—00
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(b) En utilisant la premiere question de ’exercice, démontrer que :
Ve eR, —h(f(z))+ f(z)n(p(z)) < o(x) - f(2).

(¢) En déduire que H(Y) < H(X).
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans I'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure ; I'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons a ne pas recopier l'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements. Cette
premiere partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le souhaitez.
Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
On considere la fonction f définie par :

Ve eR, f(x)=+/]z?—1]
et une suite (uy,)nen définie par :
up € R et pour tout n € N, w,p1 = f(uy)

1. Représenter graphiquement la fonction f et les premiers termes de la suite (u,),en €n prenant
Up E]l; 2[.
On pourra tracer la droite (D) d’équation y = x et préciser la position de la courbe représentative
de f par rapport a (D).

2. On note f; la restriction de f & l'intervalle [1; 400l

(a) Montrer que f; définit une bijection de [1; +oo[ sur un intervalle J & préciser.

(b) Donner une expression de g, la bijection réciproque de fi.
3. On considere la suite (vy,)nen définie par :
vg =0 et pour tout n € N, v,11 = g(vy,).

Etudier la monotonie de la suite (vp)nen-
La suite (vy,)nen converge-t-elle ?

4. Montrer que I’étude de la suite (uy,)nen se ramene au cas ol ug € [0;1].

5. En discutant selon les valeurs de ug, déterminer la nature de la suite (uy)pen-

Exercice 2.

Soient X, Y, et Z trois variables aléatoires, indépendantes et qui suivent toutes la loi binomiale de
parametres n et p.

On définit la matrice A par :

XY Z
A= X Y Z
XY Z

1. Montrer que le rang de A est inférieur ou égal a 1.

2. (a) Donner une expression de A? en fonction de A.
(b) Quelle est la probabilité que A soit la matrice d’un projecteur ?

(¢) Quelle est probabilité qu’il existe un entier naturel p tel que A? =0 ?
3. On note T la variable aléatoire égale au nombre de valeurs propres de A.

(a) Déterminer la loi, Pespérance et la variance et 7.
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(b) Quelle est la probabilité que A soit diagonalisable ?

4. On suppose dans cette question que p = 1/2.
On pourra admettre les propriétés suivantes :
e si B, C et D sont des événements,

P(BUCUD)=P(B)+P(C)+P(D)—-PBNC)-—P(CND)—PBND)+PBNCND,).

e Pour tous entiers naturels m, ny et ns tels que m < ny + na,

2 (002 - (")

Quelle est la probabilité qu’au moins une des colonnes de A soit égale a la somme des deux

autres colonnes ?
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