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SUJET N° 1

Soit n € N*. La transposée d’'une matrice M sera notée ‘M. Dans cet exercice, on confondra R™ et 1’espace
des matrices colonnes réelles M,, 1 (R). On rappelle qu’alors, le produit scalaire est défini par :

V(X,Y) e M 1(R)? (XY) ='XY
On étudie les matrices A de M,,(R) vérifiant la propriété (P) suivante :
V(X,Y) e My 1(R)Z2VAX =0 = XAY =0

Une matrice A € M,,(R) est dite symétrique si ‘A = A. Une matrice B € M,,(R) est dite anti-symétrique
si 'B = —B.

1. Vérifier que V(X,Y) € M,,1(R)2,'Y AX est un nombre réel.
2. Montrer que si A est symétrique ou anti-symétrique, alors A vérifie la propriété (P).
3. Soit A € M,,(R) une matrice telle que pour tout Z € M,, 1(R), *ZAZ = 0.

(a) Etablir que pour tout (X,Y) € M, 1(R)?, 'Y AX = — X AY.

(b) En déduire que A est anti-symétrique.

On suppose dans toute la suite de l'exercice que A vérifie la propriété (P) et n’est pas anti-symétrique.

(a) Montrer qu’alors A vérifie (P).
(b) Soit X € M, 1(R). Montrer que (Vect(AX))L = (Vect(?AX))+ puis que Vect(AX) = Vect(*AX).
(c) En déduire que pour tout X € M,, 1(R), il existe ax € R tel que "AX = axAX.
(d) En conclure que pour tout X € M, 1(R), ‘XAX = ax'XAX.
5. Montrer qu’il existe Y telle que ‘Y AY # 0 et qu'on a alors 'AY = AY.
6. Soit Y telle que 'Y AY # 0.
(a) Soit X € M, 1(R) tel que AX est non nulle et colinéaire & AY. Montrer que ‘AX = AX.

(b) Soit X € M, 1(R) tel que AX est non colinéaire & AY. En considérant ‘A(X +Y'), montrer que
tAX = AX.

(c¢) En conclure que A est symétrique.
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SOLUTION DU SUJET N° 1

1. 'YW AX est le produit scalaire de Y et AX.

2. Soient X et Y deux matrices de M, 1(R) et A € S,(R). Alors : ‘(!X AY) = 'Y(*AX) = 'YAX,
donc 'YAX =0 = ‘XAY = 0. De méme si A € A,(R) : {(*XAY) = 'Y (*AX) = —'Y AX, donc
'YAX =0 = 'XAY = 0.

3. (a) Soient X et Y deux matrices de M,, 1(R) . On pose Z =X +Y. Onaalors : ‘ZAZ =0 &

HX +Y)AX +Y) =0 'YAX = — X AY.

(b) On a d’une part 'Y AX = (*AY, X) et d’autre part X AY = (X, AY), d’ou d’apres 2.a), il vient :
(tAY + AY, X) = 0 pour tout X, soit PAY + AY =0 donc tA=—A.

4. (a) Soient X et Y deux matrices de M, 1(R). On a alors : 'X'AY = (AX,Y) = (Y, AX) = 'YAX.

Dol : 'X'AY = 0 = 'YAX =0 = 'XAY = 0 car A vérifie (P). Or ' XAY = (X, AY) =
(AY, X) = 'Y'AX. Dou : ' X'AY =0 = 'Y*AX = 0. Ainsi ' A vérifie (P).

(b) Y € (Vect(AX))t & (V,AX) =0 & 'YAX =0 = 'XAY = 0 car A vérifie (P). Or I XAY =
0 < (*AX,Y) =0, dou Y € (Vect(*AX))*. On a donc : (Vect(AX))* C (Vect(tAX))*t. Or
puisque A vérifie (P), A vérifie (P) d’apres la question précédente. Et on a donc (Vect(*AX))+ C
(Vect(*(*A) X))+ = (Vect( AX))*, d’ou I'égalité d’espaces vectoriels. On a donc :

€

1
= (Vect(*AX)) = ((Vect(AX))l> = Vect( AX)

((Vect(tAX))L)

(c) Puisque Vect(AX) = Vect(*AX), il existe ax € R tel que 'AX = axAX.

(d) Soit X € M, 1(R). Alors : *X*"AX = ax'XAX. De plus '(*X*AX) = ‘XAX, avec ' XAX € R,
donc égal & sa transposée. Ainsi : {X'AX =! (*X'AX), et donc ' XAX = ax ' XAX.

5. D’apres la question 3, comme A n’est pas anti-symétrique, alors 3 € M,, 1(R),! Y AY # 0. Or d’aprés
la question 3d, on a : 'Y AY = ay ‘Y AY donc ay =1 et LAY = AY.

6. (a) YAX = '(PAY)X = YAY)X d’aprés la question 5, donc 'Y AX = 'Y'AX = "YaxAX =
axYAX.Or INE R, AX = MY . Dot : 'YAX = A'YAY #0. Dol ay = 1let tAX = AX.

(b) tA(X—I—Y) = (Xx+yA(X+Y> = Oéx+yAX—|—()zx+yAY. Or *A(X—FY) = fAX—i— fAY = OéxAX—FAY
(AX, AY) étant une famille libre, on obtient : ax1y = ax et axiy = 1. Doliax = let 'AX = AX.

(c) On a donc montré que VX € M, 1(R),’AX = AX, d’ott ‘A = A, donc A est symétrique.
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SUJET N° 2

Soient b, € N*. On considere une urne contenant initialement b boules blanches et r boules rouges.
On procede a des tirages successifs d’une boule au hasard dans cette urne; aprés chaque tirage on remet la
boule tirée dans I'urne et ’on y rajoute une deuxiéme boule de la méme couleur que celle qui a été tirée.
Pour tout n € N*, on désigne par X,, la variable aléatoire indicatrice de I’événement « la n-iéme boule
tirée est blanche »— c’est-a dire que X, vaut 1 si la n-iéme boule tirée est blanche, et 0 sinon. On note S,, le
nombre de boules blanches dans I'urne a l’issue du n-eme tirage.

1. Déterminer la loi de Xj.

2. Déterminer la loi de Xs.
E(Sy)

3. Montrer que : Vn € N*, P(X,,41=1) = brran
r+n

b
4. Montrer que, pour tout n > 1, la variable X, suit la loi de BERNOULLI de parametre b
T

Désormais on suppose que b=1r = 1.

1
5. Pour tout n € N*, montrer que P(S, =1) = 1 et calculer P(S, =n+1).
n
6. Montrer que pour tout n € N* et tout k € [2,n + 1], on a la relation :

k—1 n+2—k
P(S,=k-1 _
n+2 (S )+ n+2

P(Sn+1 = k) = P(Sn = k)

En déduire que S, suit la loi uniforme sur [1,n + 1].
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SOLUTION DU SUJET N° 2

1. Comme X;(2) = {0,1}, X; suit la loi de BERNOULLI de paramétre P(X; = 1) = b+r
2. De méme X, suit la loi de BERNOULLI de paramétre P(Xs = 1), soit, avec le SCE (X; =0),(X; =1) :
P(Xy=1)=P(X1 =0)Px,—q (X2 = 1) + P(X; = 1)Pix,—1j(X2 = 1) (form. probas totales)
v b b b4l brabil) b
S b+rb+r+1 b+rb+r+1 (b+r)(b+r+1)  b4r’

3. La formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (S,, = k)p<i<btn, donne :

P(Xpi1 = 1) %P WP, 0(Xnp =1) = —— lfkp(s _ )= B
nHl = So=k\ At = 2 = L b Pt Y e b+’

4. Montrons par récurrence forte sur n > 1 que : P(X,,11 =1) = b+ ; (cela suffit car X,,(Q2) = {0,1}).
e Initialisation : d’apres la question 1.
n
e Hérédité : si c’est vrai pour jusqu'a n, comme S, = b+ Z X}, par linéarité de I’espérance :
k=1

B(S2) =b+ > B(Xy) =b+nx —— = botr+n)
k=1

b+r b+r
E(Sy,) b(b+r+n) 1 b
D’ou, d’apres Q3 : P(X,+1=1) = = = .
ou, daprés Q (K1 =1) r+b+n b+r r+b+n  b+r
5. Comme ( (Z X, = ()) = ﬂ r = 0), la formule des probabilités composées donne :
=1 >0 k=1 = .
1 14 1
P(Snzl):P(Xl—O) (XIZO)(XQZO)X XP(Xl—O)ﬂ A Xn1= 0)( —O) 2 Hm:n—f—l

En inversant les roles des boules blanches et rouges, on obtient de méme P(S, =n+1) = — +1
6. La formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (S, = £)1<o<n+1, donne :

n+1
P(Spi =k) = ZP (Snt1=Fk) N (Sp = 1))

_ P((sn+1 — k)N (Sn = k1)) + P((Sns1 = K) N (S = k)
car (Spp1 =k)N (S, =€) =0sil & {k—1,k}, puisque Spi1 = Sp + Xnt1
= P(s,=k—1)(Xn41 = 1) x P(Sy =k — 1) + Ps,=k)(Xn41 = 0) X P(S, = k)

e e, k1 + P2 (s, — ),

n+2 n+2

On en déduit par récurrence sur n > 1 que : Vk € [1,n+ 1], P(S, =k) =
e Initialisation : X; — B(1/2) =U([0,1]) d’aprés Q1 avec r =b = 1.
Donc Sl =1+ X1 — U([[1,2]])
e Hérédité : Si c’est vrai pour n, d’aprés Qb, on a P(Sp+1 =1) = P(Sp41 =n+2) = %ﬁ et, pour
tout k € [2,n + 1], d’aprés la question précédente, on a :

+1'

k-1 n+2—k
P(Spt1=k) = ni2 P(Sp=k—-1)+ WP(Sn:k)

k-1 1 n+2—k 1
= d’apres HR,,
n—|—2><n—|—1+ n+2 ><n—i—l (daprés )
_ n+1 1
C (n+2)(n+1) n+2
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SUJET N° 3

Soit F' donnée par : F(x) = /
0

1. (a)
(b)
()

1 tmfl
t+1

Préciser le domaine de définition D de F.

dt

Déterminer les limites de F' aux bornes de D.

Montrer que F' est décroissante sur D.

On admet que F' est continue sur D.

(b)

1
Montrer que F vérifie : Ve € D F(z)+ F(z+1) = —
x
Montrer que lim zF(z) = 1.
z—0

Représenter graphiquement la fonction F'.

z—1 n

t+1

Soit & € D fixé. Montrer que pour tout ¢ € [0,1] on a : =) (—Dke=tE=l L R, (t) ot R, est

k=0
une fonction a préciser.

En déduire ’expression de F' sous forme de série.

4. Retrouver cette expression a ’aide de la question 2.
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SOLUTION DU SUJET N° 3
rx—1

1. (a) Posons f,(t) = 1 alors f, € C°(]0,1],R™). Sur ]0,1], on a 0 < 5t~ < fo(t) <¢* L.

1
1
Or / e converge si et seulement si 1 — 2 < 1 (intégrale de RIEMANN). Donc, par comparaison,

on a : D =]0; +oo.
(b) Sur [0,1]
1 1 1 1

1 1
1
< —<1=>—=- [ " Ydt<Fl)< | t* tdt=—
2 5141 2 2/0 () /0 z

d’ot lim F(z) =+4ocoet lim F(x)=0
z—0t T——+00
r—1

(¢) La fonction F' est décroissante car x — ; est positive et décroissante.

o t+1
(b) Comme F et continue en 1, on a : F(x +1) — F(1).

1 ,2—-1 T 1 1
2. (a) Va >0 F(x)+F(x+1)=/ gdt:/ =
0

z—0
Donc zF(x) =1 —aF(z+1) — 1.
r—r
1 n tn-}-l
3. Ve [0,1], —— = (=1)FF + (—1)" T —
@) e 0 = D 0
tm—l n A tm+n tm+n
= " t) = — -1 t:c-i—k—l 1 n+1" d, N Rn: 1 n+1
o) = 7 ;}( ) (=) doi e
= k ! x+k—1 1+1 ! t:c-i—n - (1)k n+1 ! tac+n
b) F(z) = -1 TR 4 (—1)" / dt = + (-1 /—dt
<><>kZ:0<>/O o [ = e 0 [
1 tr+n 1 1
Or |(—1)"+1/ dt| </ "t = ———— ——— 0
o 1+t 0 r+n+1 nooo
00 k
-1
D'ou F(z) = ( )k:
k:0x+
1
F(m)—&—F(m—&—l):E
1
Flz+1)+F(z+2) =
4. z+1  en multipliant la seconde par (-1), la troisitme par (—1)%, ..., la

1
F(x—i—n)—i—F(m—i—n—&—l):;

derniére par (—1)™, puis en faisant la somme, on obtient : F'(z) + (—1)"F(z+n+1) = Z (=1)

kZOx—i—k

“+o0 k

-1

Comme lim F(z+mn+1)=0 on obtient : F(z) = E (=1)
n—-+oo =0 X + k‘
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SUJET N° 4

Soient X7, X5 deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé, de densités respectives f;
et fo strictement positives et dérivables sur R.

Soit g : Rt — R telle que pour tout (z,y) € R? g(z2 + 4?) = f1(z) f2(v).

1. Dans cette question seulement, on suppose que X; et X5 suivent la loi normale centrée réduite.

Déterminer g(z).
2. Montrer que pour tout x € R*, pour tout y € R
filz) _ g +y?)

2zfi(x)  g(x? +y?)

AW
xf1(z)

Montrer que la fonction h est constante sur R*. On note cette constante a.

3. On pose h(x)
(a)
(b) Soit k(z) = fl(x)e*‘“ﬁ/? En calculant k/'(z), montrer que k est constante sur R.

(¢) En déduire lexpression de f;(x).

4. (a) Montrer que a < 0.
(b)

b) En déduire la loi de X1, puis la loi de X5.
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SOLUTION DU SUJET N° 4
1. Pour y = 0, il vient g(z?) = fi(z)f2(0) et, comme g est défini sur R*

( 2) 1 X 1 e ( 1‘2> = ( ) 1 e7I/2
%) = —— X —exp | —— T) = —
g V2r o V27 P 2 g 2m

2. Les fonctions f; et fo sont dérivables. La fonction g également. On dérive par rapport a x. Il vient, pour
tout y réel f(z)f2(y) = 2x¢'(2* + y?). Donc pour = # 0, en divisant par fi(z)f2(y)

filr) g (&®+y?)

2efi(z)  g(a? +y?)

fi(=z)
3. On pose h(z) = .
pose h(z) (@)
(a) Soit x1 # x2. On a, pour tout y réel
g'(zf +y%) 9'(x3 +y?)
h =—=—-c¢cth =22 7/
T I RTE: Ear

Avec y = x2 dans la premiere égalité et y = x; dans la seconde, on obtient h(x1) = h(zz). On
remarque que pour tout xz # 0, fi(x) = axfi(x)

(b) Soit k(z) = fi(x)e=9"/2. La fonction k est dérivable pour z # 0 et k' (x) = e~ /2(fl(z) —
axfi(x)) = 0.

(c) 1l existe donc deux constantes C1, Co telles que

Filz) = Clea12/2 siz>0
! N C’ze‘wz/2 siz <0

Par continuité de fi, il vient Cy = Cs.
—+oo
4. (a) La fonction f; étant une densité, / fi(x)dz =1 ce qui entraine que a < 0.

— 00

(b) En posant o = 1/_71 > 0, on obtient que f; est la densité d’une loi normale. La constante C' est
“+o0
déterminée Par / f1(t)dt = 1. De méme pour fy. En fait X et X5 suivent la méme loi normale

—00
car

Fi(D) f2(0) = f1(0) f2(1) = 0f = 05 = 01 = 02
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SUJET N° 5
1
1. Montrer que pour tout entier n € N, I'intégrale / (zsinz)™ dz est bien définie. On la note alors I,,.
0
2. Calculer I et I;.
3. Montrer que la suite (I,,),>0 est décroissante et positive.
4. Déterminer la limite de la suite (I,,)n>0-
5. Montrer que :
N 1 1 . N+1
1
NN, Sa- [ g [
o 1—zsinz o l—zsinz
n=0
6. En déduire que la série Z I, converge et donner une expression de sa somme a ’aide d’une intégrale.

n=0
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SOLUTION DU SUJET N° 5

1.

L’intégrale I, existe car c’est I'intégrale sur un segment d’une fonction continue sur ce segment (produit
d’un polynéme et d’un polynéme trigonométrique).

2. In=1et I; =sin(1) — cos(1) & I'aide d’une intégration par parties.

Remarquons que 0 <z sinz < lcar 0 < x <1et0<sinz < 1, par croissance de la fonction sinus sur
lintervalle [0, 5] , d’'ou 0 < xsinz < sinx < 1. Ensuite, la décroissance des puissances entieres positives

d’un réel de [0, 1] donne :

Vn € N,0 < (zsinz)"™ < (zsinz)” < 2",
en majorant de plus sinz par 1. Et enfin, on intégre sur [0, 1]. Ainsi, on obtient :

1
0< 1 <1, < R donc la suite (I,,) est décroissante et positive.
n
L’inégalité obtenue & la question précédente donne par théoréme d’encadrement que la suite (I,,) tend
vers zéro.

. On applique la formule de somme partielle de série géométrique de raison ¢ = = sinx € [0,1] :

N _1_qN+1

S

n=0

1—q ’

puis on integre, on applique la linéarité de l'intégration sur [0, 1]

On remarque que comme sur le segment [0,1], 1 — = sinx reste strictement positif, la fonction sous la
derniére intégrale écrite ci-dessous est bien continue sur le segment [0, 1], et de méme pour les deux
intégrales suivantes, par quotient défini de fonctions continues sur [0, 1]. Ainsi, on a :

iln _ "1 (x sin.af)N'H i — ! 1 e ! (ncsinac).N"‘1 i
0 1—zsinz o l—zsinzx o l—xsinz
n=0

U (zsinz)" .
Posons J,, = ————— dx et montrons que la suite (J,,) converge vers 0.
o 1 —xsinx
La fonction x — xsinz est croissante sur [0, 1] comme produit de deux fonctions croissantes positives, et
a valeurs dans [0, 1], comme & la question 2.

Donc g : x — est croissante sur [0, 1], majorée par M = g(1).

1 —xsinx
Ainsi, en majorant & nouveau sinxz = |sinz| par 1 et en appliquant la croissance de 'intégration sur
[0,1], on a :

1
0<Jn</Ma:"dx= .

Enfin, en appliquant le théoreme d’encadrement, on obtient que J,, tend vers 0 lorsque n tend vers oo
D’ou la série de terme général I,, est convergente et a pour somme :

+oo 1 1
Shi= [ e
= o l—zsinzx

Note : pour majorer g, on peut aussi appliquer le théoreme concernant I’image continue d’un segment
par une fonction strictement positive
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SUJET N° 6

Pour tout n € N*, on considere la fonction f, définie sur R par :
Ve eR, fuolx) =na® +n’z —2.

1. Montrer que, pour tout n de N*, I’équation f,(z) = 0 admet une unique solution a,, sur R et que a,
appartient a 10, 1].

2. (a) Montrer que pour tout n € N*  on a : frti(an) > 0.
(b) En déduire 1’éventuelle monotonie de la suite (ay,).

(c) Montrer que la suite (a,,) converge et déterminer sa limite.

3. Montrer que la série de terme général a,, est convergente.
4. On considere la fonction g définie sur [0, 1] par g(z) = 7m3 L
. considere cti éfinie sur [0, r .
g par g 372 19

(a) Montrer que g est croissante sur [ag, 1].

(b) On considere la suite (1), définie par zo = 1 et 441 = g(z)) pour tout k € N.

Montrer que lim xp = as.
k— 400



CHAPITRE 4. OPTION B/L 153

SOLUTION DU SUJET N° 6

1.

2.

3.

4.

Soit n € N*. La fonction polyndéme f,, est continue et strictement croissante sur R. Ainsi, d’apres le

théoréme de la bijection, f, est bijective de R sur l'intervalle f,(R) = | lim f,(z), lim f,(z)| =R
T—>—00 T—r—+00

Comme 0 € f,,(R), I’équation f,(xz) = 0 admet une unique solution réelle a,,.

On remarque de plus que f,,(0) = =2 < 0et f,(1) =n?+n—2= (n—1)(n+2) > 0 (étant donné n > 1).
La stricte croissance de f, ! sur R donne alors : a,, € ]0,1].

(a) On a, pour tout n € N* :
frii(an) = (n+1)a +(n+1)%a, —2 = (na + n%a, — 2) +a3 + (2n+1)a, = a> + (2n+1)a, > 0.

=fn(an)=0

(b) Pour tout 7 € N* : fri1(an) > fat1(ant1). Or f, 4 est strictement croissante sur R,
donc a,+1 < a, pour tout n de N.
(c) La suite (ay) est strictement décroissante et minorée par 0, donc elle converge vers un réel ¢ positif.
On suppose alors que £ > 0. Comme f,(a,) =0 = na’ + n’a, — 2 pour tout n € N*,
. . . . . . 3 2
on obtient ngr—iI—loo fn(an) = 0 mais aussi nll)rfoo fulan) = nBToo(na” + n“a, — 2) = +o0.

On obtient une contradiction avec 1'unicité de la limite. La suite (a,,) converge donc vers 0.

2 2 3 2
Comme on a : n“a, < n°a, +na, =2,onal <a, < —.
La série majorante est une série de RIEMANN de parameétre 2 > 1 qui converge, donc la série & termes

positifs Z an converge par critere de comparaison.
n>1
6z(x3 + 22 — 1 3
(a) Pour tout z € [0,1], on a: g¢'(z) = x((zx:_—FZ)? ) = (3553_(3;))2 > 0 sur [ag, 1] car fo est
croissante sur R et s’annule en ay. D’ou le résultat demandé.
3 3

3
(b) Comme foy(x1) =2 (5> +4 <5> —2 >0 = fa(az), la croissance de g permet de montrer par

récurrence que :

Vk €N, as < Tp41 < o < 1.

La suite (x5) étant décroissante et minorée, elle converge.

Comme g est continue, sa limite est un point fixe de g.

208 +1) —z(32? +2) 1—-2z—a? —
Or,pourtoutxe[0,1],0na:g(gc)—x=(m+) 232" +2) _ TT7 f2(7)

322 42 T 32212 2B322+2)

qui ne s’annule qu’en as, donc le seul point fixe de g est as. Ainsi : i lim x; = as.
—+o0
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SUJET N° 7

Soit E = R? muni de sa base canonique B = ( e1,€s, €3 )

6 -6 5
Soit A= —4 —1 10 |. On considére 'endomorphisme u de F, qui a pour matrice A dans la base B.
7T -6 4

Dans la suite, on confond R? et P'espace vectoriel M3 1(R) des matrices colonnes a 3 lignes.

On dit qu'un sous-espace F' de M3 1(R) est stable par A, si pour tout X € F, AX € F.

1. (a) Vérifier que —1 et 5 sont valeurs propres de u et déterminer les sous-espaces propres associés F_
et E5.
On admet désormais que ces deuz valeurs sont les seules valeurs propres de u.

(b) Les sous-espaces E_; et Es sont-ils stables par A?

(¢) L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

[\

. Déterminer tous les sous-espaces de E de dimension 1 qui sont stables par A.
3. Soit P un sous-espace de dimension 2 stable par A.

(a) Déterminer P si on suppose en plus que P contient Ejs.

(b) Vérifier qu'une solution est P; = Ker(u — 51d)?.
. Soit P un sous-espace de dimension 2 stable par A. Que dire de PN P, 7

N

5. En déduire tous les sous-espaces vectoriels stables par A.
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SOLUTION DU SUJET N° 7

1
1. (a) Le calcul donne (A—51)X =0 <= X = Auj avecuy = | 1 |. Ainsi E5 = Vect(uq).
1
10
De méme E_; = Vect(uz) avec us = | 15
4

Donc {—1,5} C Sp (u).
(b) Tout sous-espace propre d'un endomorphisme est stable par cet endomorphisme.
(¢) Comme dim E_; +dim Ej # 3, on voit que u n’est pas diagonalisable.

2. Une droite D = Vect(v) est stable par u si et seulement si u(v) € D si et seulement si (Av, v) sont liés si
et seulement si v est un vecteur propre de A.

Les seules droites stables par A sont E_1 et E5
a
3. (a) Si P contient Fj alors P = Vect(uy,v) avecv = | b | et (u,v) libres.
c
6a — 6b+ 5¢c = a + Ba
AP)C P < A(v) € P < I(o,B) € R?: A(v) = au; + fv soit { —4a—b+ 10c=a + (b
Ta — 6b+ 4c = a + fBc
(1)-3) = c—a=pB(a—c)

casl:a#céﬂlavec{
dou P=FE_; @ E;

Ta —6b+5c =« o
da+10c=a = 11a — 6b — 5¢c = 0 vérifiée par us.
(11 — Ba — 6b =«

6a—(1+8)b=a puis 8 =5 et « calculable. = P d’équation a = c.

casZ:azcé{

Les plans P contenant E5 sont donc P = F_1 & E5 et P; d’équation a = c.

60 0 —60
(b) (A=5Id)*=1| 90 0 —90 |, donc Ker(u —5Id)? a pour équation a = c.
24 0 —-24

Ainsi P, = Ker(u — 51d)?.

4. Cas1: P=P =PnNnP =P
Cas 2 : P # P, = PN P; est une droite stable par A, donc PN P, = E).
Comme E\ C Ker(u — 5Id)?, on a nécessairement A = 5. Et donc, d’aprés la question 3, on obtient
P=E\®E,.

5. Les sous-espaces vectoriels stables par A sont {0}, E_1, E5, E_; ® E5, Ker(u — 5Id)? et E.
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SUJET N° 8
Soit f une fonction a valeurs réelles de classe C! sur un intervalle [a,b] avec a < b.

On désigne respectivement par My et par Vy les deux réels suivants :

1

b
1
bfa/a f(z)dz et Vf—b

—a

b
My = /a (f(z) = My)? da

1) Soient x et g des réels de [a, b]. Prouver que :

b
(@) - flao) < / 1/ ()ldy

(on pourra distinguer le cas x < xg du cas z¢ < z).

b
2.a) A l'aide du signe de la fonction \ —s / (If" ()| + )\)2 dy définie sur R, établir 'inégalité :

(/ab FWldy) < b-a) /: (') dy

b) En déduire que pour tout (z,x¢) € [a,b]?, on a :

(1) = fa0)* < (0-a) | (W) dy

a

3.a) Soit g une fonction continue sur un intervalle [a, ] (avec a < b). Montrer qu’il existe xo €]a, b[ tel que

g(wo) = M,

b) En utilisant entre autre le résultat précédent, établir I'inégalité suivante :

b
Vfé(b—a)/ (f'(v))° dy
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SOLUTION DU SUJET N° 8
1) Pour zop < z :

[f(x) = f(zo)| =

[ rwal< [irwas o

(ot 'on a utilisé le fait que xy < x pour ordonner les bornes de I'intégrale dans la premiére inégalité).
Le cas ¢ < x( est obtenu par un argument de symétrie sur x et xzg.

2.a La fonction est un trindéme du second degré en )\, positif pour tout A (intégrale d’un carré), donc son
discriminant est négatif, ce qui donne I’inégalité voulue.

NB : c’est la démonstration classique dans un cas particulier de I'inégalité de CAUCHY SCHWARZ pour les
intégrales (ce résultat n’est pas au programme BL).

b) D’apres la question 1), on a :

b 2
V@, z0) € [a, b, (f(2) — f(x0))? < (/ If'(y)ldy> (4.1)

En appliquant l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ au terme de droite, on obtient :

b 2 b b b
( / If’(y)ldy> < ( / 1dy> ( / <f'<y>>2dy> <(b—a) / (' (4))? dy. (4.2)

Ce qui permet de conclure en mettant bout a bout les inégalités (4.1) et (4.2).

3.a) Comme g est continue sur [a,b], on peut définir une primitive G de g sur [a, b]. La fonction G est donc de
classe C! sur [a,b]. D’apres le théoréme des accroissements finis appliqué a G, il existe xg €]a, b[ tel que

G(b) — G(a) = G'(x0)(b — a)
On conclut donc que :

G(b) - Gla) 1

b
g(z0) = G'(x0) = 2 " 1= / g(z)dz = M,

b) En intégrant I'inégalité (1) par rapport & x sur l'intervalle [a, b], il vient :

b b
V(. 20) € [a, b2, / (F(z) — Flzo))?dz < (b—a)? / (' (9))* dy

Comme f € C!([a,b]), on peut appliquer le résultat de la question 3.a). Il existe donc un xq €]a, b[ tel que
f(zo) = My. En divisant les deux membres de I'inégalité précédente par (b — a) et en choisissant zo €]a, b] tel
que f(zg) = My, on conclut que :

b b
Vi= s [ U - <o-a) w2




158 ESCP 2022 — Oral

SUJET N° 9
Les variables aléatoires considérées sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, IP’).

Soit N une variable aléatoire telle que N(£2) = N. Si N vaut n, on proceéde & une suite de n épreuves de
BERNOULLI indépendantes de parameétre p =1 — g € ]0,1[, et on note S et F respectivement les variables
aléatoires égales au nombre de succes et d’échecs.

1. On suppose que N suit la loi de POISSON de parametre A > 0.
(a) Déterminer la loi de S sachant [N = n], pour n € N.
(b) En déduire la loi de S, puis la loi de E.

(c) Les variables aléatoires S et F sont-elles indépendantes ?
2. On revient au cas général ou on ne connait pas la loi de IV et on suppose que S et E sont indépendantes.
(a) Exprimer pour tout (k,j) € N2, P(S = k) et P(E = j) a 'aide de séries.
(b) Exprimer P([S = k] N[E = j]).
(¢) En déduire qu’il existe deux suites (up)nen et (Un)nen telles que

V(k,j) € N2, [(k+ )| P(N = k+j) = ug v;.

(d) En déduire que N suit une loi de POISSON.
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SOLUTION DU SUJET N° 9

1. (a) On reconnait que la loi conditionnelle S| (N = n) < B(n,p).
(b) En conditionnant selon N, la formule des probabilités totales donne :
+00 +00 n AR
— — _ _ _ k n—k_—X7
P(S = k) = ;}[P[Nn]((s = k) B(N =n)| = ;Kk) pFgn e n!}
too m k
_ a(p)F g™ _ sy (AD)
¢ TR z_:o T
donc S — P(Ap) et E — P(Aq).
(¢) On a
P(S=k)N(E=3)=P(S=k)N(N=k+j)) =Pk (S =k) P(N =k +j)
_ k+j i e )‘kﬁ — o P (Ap)F oNa ()‘?)j
k (k+4)! k! j!
— P(S = k) P(E = j)
d’ou S et E indépendantes.
2. (a) Comme ci-dessus,
+o0 n +o0o m
P(S =k) = FgFP(N = P(E =j) = "I g P(N =
s=0=3|(3) e rer=n] o e Z_[(j)p 7 BN = m)
(b) De méme :
) E+J7\ & ; .
P(S=kNE=7))={" " |p"d BN =k+]))
(c) D ’ou par indépendance :
POV = k) = (SO~ gk S iy
[(k+)!] P(N = k+j) = ;[(nk)'q ( —n)] mz_i(m”,p ( —m)} = U Vj

(d) Le produit upv; ne dépend donc que de la valeur de k + j; on a alors Vk, upvi = ug41vo et,

comme vy 7# 0 (somme de termes non tous nuls),

U1
Uk = UQ
(

0

k
> puis P(N

et la somme des probabilités donne wug vy = e =1/

N — P(’Ul/’vo).

U Vo
kK

Uop Vo
k!

U1

(&)

; on a donc, puisque v1 # 0 (sinon N = 0)

k
) "
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SUJET N° 10

Pour tout entier naturel n non nul et pour tout réel x strictement supérieur a 1, on pose :

fo(z) =In(x — 1) Z%

) Montrer que 'équation f,(x) = 0, d’inconnue z, admet une seule solution a,, sur |1, +oo].

Calculer f,11 (). En déduire les variations de la suite («,), puis montrer qu’elle est convergente.

Montrer que : Vn € N*/In(n + 1) Z =

1
Déterminer le signe de f, (1 + +1>

En déduire la limite de la suite ().

. J P «
Vérifier que la série de terme général est convergente.
+oo
a, —1
Montrer que : E - - <L
n
n=1

, 1
Etudier les variations de f; ; sur 'intervalle 1,1+ P [
n

En considérant / fr41(t)dt, en déduire, que : a1 —1 < (n+1) (@ — apg1) < ay — 1.

An41

Donner alors la valeur de lim n(a, — apt1) -
n—-+oo
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SOLUTION DU SUJET N° 10

1. (a)

:L.TL
On trouve f] (z) = 7> 0, donc f,, est strictement croissante sur |1, +00].
Z —

Comme de plus 1iI§l+ fn(x) = —00 et liI}_l fn(x) = 400, f,, réalise une bijection de |1, +oo[ sur R.
T— T—+00

Ainsi, ’équation f,(x) = 0 posséde une seule solution sur |1, +ool.
n+1 an+1

Ona fn-‘rl (an) = fn (an) + zz_ 1 = nT;_ 1 > 0. On a donc fn+1 (an) > fn+1 (an—i-l) et comme fn+1

est strictement croissante sur |1, 400 [, on en déduit : oy, > @41 La suite (au,) est décroissante.
De plus, la suite (o) est minorée (par 1) donc elle est convergente.

1
On montre (IAF par exemple) que : Yk € N*,In(k + 1) — In(k) < T Par sommation, on trouve :

1
Yn € N*/In(n + 1) < —
k=1

1\ 1 \"
fn(1+ ! >ln(n+1)+§(1+nk+1>>§(> Zi:i

1
On a donc f, (1 + H) > fn(ap) et comme f,, est strictement croissante, on en déduit :

a, <14+ ——. Comme «a,, > 1, on a par encadrement : lim «, = 1.
n+1 z—+00
-1 1 - . 1
et la série de terme général ——  est

n(n+ 1) a1
convergente (série télescopique dont la somme vaut 1, ou terme général inférieur a celui de la série de

1 n
Comme an€]1,1+7[,ona0<a
n+1

N P . Qpn — ,
RIEMANN de paramétre 2 > 1 ), donc la série de terme général — est également convergente.

N N
n—1 1 1
D’apres ce qui précede, ona:VNGN*,nz::la - <Zm:1—m.
Xa, -1
Par passage a la limite : Z L <1
n=1 n
pntl (n+1a(z—1) — 2" 2"(nz—n—1)
7,1+1($) = dOHC fn+1( ) = ({17 . 1)2 = (LL' . 1)2
S ]11+ 1 [ cntz ntly () <O et f,, décroit sur |1, 14+ ——|.
ur ——|,onacx onc <0e écroit sur S
) n+1 ) Tl+1 n+1 n+1 _|_1

[0 7% anJrl
On a / Jrp1(0)dt = friq (o) = —"—, et d’aprés la question 3a), on a aussi :
Qn1 n 4+ 1

Qn

(Cn — apy1) fv/z-i-l (an) < /

fr/L-i-l(t)dt < (an — any1) fv/z-i-l (an-i-l)
nt1

n+1

1 1
nt ann+ ) Ayt

Qo
<

a, —1 n+1 Qpt1 — 1

Par stricte décroissance et stricte positivité de (), on obtient (n + 1) (a, — apt1) < @, — 1 pour

On en déduit, en remplagant : (a, — ayp41) < (@ — apt1

n+1

Pinégalité de gauche, et (n+ 1) (, — apy1) 2 (@pt1 — 1) 274»1 > apy1 — 1 pour celle de droite.
n+1

Conclusion : a1 — 1< (n+1) (an — any1) < ap — 1.

Comme lim a, = lim «@,41 = 1, on a par encadrement lim (n+ 1) (a, — apy1) = 0, et

n—-+o0o n—-+4oo n—-+o0o

comme lim (ap — anpt1) =0, on en déduit lim n (a, — apy1) =0.
n—-+oo n—-+oo
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CHAPITRE

5
EXEMPLES DE QUESTIONS COURTES

Question sans préparation 1

Toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P).
Soit (Ay,) une suite monotone strictement positive. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires telle que, pour
tout n > 1, X, suit la loi exponentielle de parametre A, . Etudier la convergence en loi de la suite (X,,)n>1.

Question sans préparation 2

1. Déterminer le domaine de définition D de la fonction d’une variable réelle F' définie par
3z
S
F(z) = / % dt

2. Déterminer

3z
cost
lim — dt

x—0 z t

Question sans préparation 3

Soit X une variable aléatoire positive, qui admet une espérance, de densité f définie sur R et continue sur RT.

+oo
Montrer que : E(X) = / P(X > t) dt.
0

Question sans préparation 4

Soit un entier n > 2. Soit A € M,,(R).
On suppose que A%2(A —1,) =0et A(A—1I,) # 0.
La matrice A est-elle diagonalisable ?

163
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Question sans préparation 5

Soit t € R. Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace
probabilisé (€2, 7, P), qui suivent toutes la méme loi telle que E(X,) = V(X,) = 1.
Pour tout n € N*, on pose T, = X7 +--- + X,,.

1. Pour tout entier n > t, comparer les événements (T, < t) et (|1, —n| = n —t).

+oo
2. Calculer P <m (T, < t))

n=1

Question sans préparation 6
Soit n € N*. Soit ¢ I’endomorphisme de M, (R) défini , pour tout M € M, (R), par : (M) =M.

Déterminer la trace d’une matrice représentative de .

Question sans préparation 7
Soit A € M,,(R) symétrique. Trouver des solutions de I'équation X® = A, ott X € M, (R).
A-t-on unicité de la solution lorsque celle ci existe 7
Question sans préparation 8
Soit (Z,,)nen+ une suite de variables aléatoires telles que, pour tout entier naturel n non nul, Z,, suit la loi
v(n).

Zn —n
Montrer que la suite ( 2 ) converge en loi et préciser la loi limite.

vy

Question sans préparation 9

“+ o0 “+o00
Soit f une fonction de classe C2 sur R telle que / f)dt et / 1" (t)dt soient convergentes.
0 0

. / -
Montrer que xklfoo f(zx) =0.

Question sans préparation 10

Les variables aléatoires considérées sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, IP’).

1. Expliciter la fonction f définie sur R par

2. Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur I'intervalle [0, 1]. Comparer

J=E (/01 max(z,U) dx> et I= /OllE(maX(x, U)) dx



