Rapport et sujets, oral HEC, Mathématiques (BL)

Juin-juillet 2022

Le bilan de la session 2022 de mathématiques voie BL est satisfaisant.

Cette année les notes se sont étalées entre 3 et 18. La moyenne s’établit & 10,23 et ’écart-type a 3,78.

Le jury a fortement apprécié les qualités d’expression et la finesse de raisonnement de certains candidats qui
ont fait forte impression.

Par contre certains candidats nous ont semblé approximatifs, au niveau du calcul, mais surtout au niveau de la
connaissance des théorémes du cours.

Le jury aimerait insister sur les points suivants :

— La question de cours n’est pas a négliger. Il faut y répondre précisément.

— 1l ne faut pas utiliser de "souvenirs flous " d’exercices vus en classe mais bien répondre aux questions posées

en utilisant les outils et théoréme du programme.

— Le calcul intégral, méme élémentaire a pu poser certains soucis aux candidats.

— On a pu noter certains confusions entre fonction de répartition et densité chez certains candidats.

Pour terminer sur une note positive, soulignons la combattivité des candidats, qui s’est particuliérement expri-
mée lors des questions sans préparation, ol certains ont pu redresser une situation bien compromise.

Voici quelques sujets proposés cette année. Nous publions aussi leurs corrigés, mais insistons sur le fait que ces
corrigés sont indicatifs, qu’ils ont été écrits & 'intention des membres de jury et ne correspondent pas toujours
exactement a ce que ’on peut attendre des éléves.



SUJET BL1

Exercice principal BL1

Soit n > 2 un entier. Si M € M, (R) est une matrice, on note M sa transposée.

On dit qu’une matrice M € M., (R) est orthogonale si MM” = I,,.

On dit qu’une matrice M € M, (R) est symétrique si M7 = M.

On dit qu’une matrice M € M, (R) est antisymétrique si M7 = —M.

On confond dans la suite M, 1(R) avec R™ que I’on munit de son produit scalaire canonique noté (.,.) et de la
norme associée notée ||.||.

1. Question de cours : rappeler la définition d’une matrice inversible.

2. (a) Montrer que toute matrice orthogonale est inversible.
0 1 00

(b) Soit V = . Préciser pour quelle(s) valeur(s) de Uentier k € N, la matrice V* est orthogo-

0
0
1

o O O
OO =

0

1

0
nale.

3. Soit A une matrice antisymétrique de M, (R). Soit M =1, + Aet N =1, — A.

(a) Soit X € M, 1(R). Calculer (XTAX)T et en déduire la valeur de X7 AX.

(b) Montrer que la seule valeur propre possible pour A est 0. Dans quel cas la matrice A est-elle diagonali-
sable 7

(c

)
(d) Montrer que les matrices M et N~' commutent.
)

(e

(f) —1 est-il valeur propre de Q7

Montrer que les matrices M et N sont inversibles.
Montrer que la matrice Q = MN~! est orthogonale.

4. Soit U une matrice orthogonale de M,,(R) n’admettant pas —1 comme valeur propre.
Montrer qu’il existe une unique matrice antisymétrique B € M,,(R) telle que

U=(I,+B)I,-B) "

Solution :

1. Le programme officiel dit que A, matrice carrée d’ordre n, est inversible si et seulement si le systéme AX =Y
admet une solution pour tout ¥ € M, 1(R) ou encore si et seulement si il existe une matrice B telle que
AB = BA = I,,. Dans ce cas, B est 'inverse de A.

Le programme précise aussi (page 9) que toute matrice inversible & droite (resp. & gauche) est inversible.

2. (a) D’aprés la question 1, si M est une matrice orthogonale, elle est inversible et son inverse est : M~ = M7,

(b) Pour k =0, VY = I, qui est orthogonale.
Pour k = 1, on abien VVT = I, donc V est orthogonale et ainsi toutes les matrices V* sont orthogonales.

3. (a) Soit X € M,, 1(R).
D’une part, comme A est antisymétrique,

(XTAX)T = XTATX = —XT AX.
D’autre part, comme X7 AX € M;(R) (confondu avec un réel), X7 AX est égal & sa transposée, donc
(XTAX)T = XTAX.
On déduit de ces deux égalités que X7 AX = 0.
(b) e Soit A € C une valeur propre de A et soit X un vecteur propre associé :
0=XTAX = XXX = )\ X|>

Comme X n’est pas le vecteur nul, sa norme n’est pas nulle et A = 0. La seule valeur propre possible
pour A est 0 et Sp(A) C {0}.

e Si le spectre de A est vide, A n’est pas diagonalisable (dans le programme officiel, rien n’assure que le
spectre complexe n’est pas vide.) Dans le cas ou sa seule valeur propre est 0, A est diagonalisable si et
seulement si A est la matrice nulle (résultat & démontrer par le candidat).



(¢) Comme 1 n’est pas valeur propre de A, la matrice N = I,, — A est inversible.
Comme —1 n’est pas valeur propre de A, la matrice M = I,, + A est inversible. M et N commutent en
tant qu’expression polynomiale en A. En effet,

MN = (I, + A)(I, — A) =1, — A*> = (I, — A)(I,, + A) = NM.
Si M commute avec N, M commute avec son inverse. En effet, par associativité du produit matriciel :

MN™'=(N'NYMN ' =N NM)N'=N"YMN)N'=N'M(NN~Y)=N"'M.
N—_——
=I,
(d) Par propriété de la transposition,
Q="' (MNHYMN Y =(N"HYMTMN = (N)"' MTMN~!.
Or, comme A est antisymétrique,

"M =YI,+A)=I,—A=N

et
tN:t(In—A):InJrA:M.

Donc, comme M et N commutent,
N0 =M'NMN'=M'MNN'=1I,.

Annsi, © est une matrice orthogonale.

(e) On raisonne par 'absurde en supposant que —1 est une valeur propre de Q. Il existe donc un vecteur

colonne X non nul tel que
~-X =QX =MN'X.

Comme M et N~! commutent, on obtient
-X=N'MX.

On multiplie par N :
MX =-NX

soit encore
(L,+AX=—-(I,-A)X=(A-1,)X.

Il suit que X = 0, ce qui est une contradiction.
Donc, —1 n’est pas valeur propre de 2.

4. On raisonne par analyse synthése.
e Supposons qu’une telle matrice B existe. Alors,

U(l,-B)=1I,+B

d’ou 'on tire
U+1,)B=U -1,

Comme —1 n’est pas valeur propre de U, alors U + I,, est inversible et
B=U+1IL,)""U-1I,).

Ainsi, si la matrice B existe, elle est unique.

e Posons réciproquement
B=({U+1,)""U-1,).

* Il faut vérifier que B est antisymétrique.
'B=((U+ L) (U~1,) ="(U~ L) (U+ 1)) ="(U~ L) ("(U+ L))"
Comme U est orthogonale, U = U~!, donc

B=WU'-IL)U'+L) =T, -0)U U, +U) =T, -U)I,+U)" "



Comme I,, — U et I,, + U commutent, alors I,, — U et (I, + U)*1 commutent, si bien que
‘B=(I,+U)" (I, -U)=—-(U+1,)"Y(U~1,) = -B.

Donc, B est antisymétrique.
* Il faut également vérifier que
(I, +B)(I,—-B)'=U

On a
B=(U+1,)""U-1,)

donc
(U+1,)B=(U~-1,)

En développant,
ul,-B)=1,+B

donc
(I, + BY(I, - B) ' =U.

La matrice B répond donc a la question.



Exercice sans préparation BL1

Soit ¢ un réel strictement positif. On note v ’application définie sur R par :

O0siz <0
v(z) = efc2w _ ef4c2z

zln4

On admet que v est une fonction densité de probabilité, et on note X une variable aléatoire de densité v.

siz>0

1. Montrer que X admet une espérance et calculer sa valeur.

2. On note Y = v X. On admet que Y est une variable & densité.
Montrer que Y admet une espérance et une variance et donner leurs valeurs.

Solution :

—+oo
1. v est nulle sur R_ donc X admet une espérance si et seulement si zv(x) dz converge.

0
Or, si A est un réel strictement positif, le cours sur les lois exponentielles nous permet d’affirmer que

“+o0
/ e~ dz converge et vaut 1.
0

teo oo e 1 1
Donc / e “%dr et / e~ dx convergent et valent respectivement — et 12
0 0 C C

+oo
1
Ainsi, d’aprés la relation de Chasles, / — (e_CQw - e_402”’) dx converge.
3
D X admet é t B(X)=———|
onc admet une espérance et F(X) 12

2. Y? = X et X admet une espérance, donc Y admet un moment d’ordre 2, donc une espérance et une variance.
On note Fy la fonction de répartition de Y et fy une densité de Y.
VeeR_, Fy(z)=P(Y <z)=P(VX <z)=0
Vo € R%, Fy(z) = P(VX < z) = P(X < 2?) = Fx(2?)
Ainsi, pour x > 0, Fy,(z) = 20 F.(2?) = 2zv(z?)
Une densité de Y est donc :

O0siz<O0
fr(z) = e_czl.z _ 6_4021,2 .
—F——(——— 81T
zln?2
+oo oo
1
B(Y)= / efy(e)de = o [ e i gy
0 n2 /g

Or Vx S R+, e_c2x2 = e_%x(ﬁcw)z — ﬁ X c\/ie—%x(\/i&'ﬁ)z
c Vor
et T — ﬂe_%x(

) V21

-
+oo
Ainsi, /m %e#f _

+00 too
c 1 T
Par parité, on en déduit que / e = 3 et donc / e~ = 2£ .
0 0 c

V2ex)® ost une densité d’une variable aléatoire suivant la loi normale de paramétres 0 et

g

—+o0
42,2 m
De la méme fagon, / e 4T — £ .

= oy (L Oﬁ>

- In2 \ 2¢ 4c




Enfin, d’aprés la formule de Kénig-Huygens :

3 (VTN
" 4c21n4 4cln 2

62—
~ 16c2(In 2)2



SUJET BL2

Exercice principal BL2

1

Soit p un entier naturel fixé. Pour tout entier naturel n € N*, on pose u, = W.
n

1. (a) Question de cours : rappeler les résultats de cours sur la convergence des séries de Riemann.

"1
(b) Pour tout n € N*, on pose T, = Z T Montrer que
k=1

T,
lim (T;,) =+ et lim ( - >:1.

n—-+oo n—-+oo

2. Etudier la nature de la série de terme général w,,.

n
3. On suppose dans toute la suite que p est supérieur ou égal a 2 et on pose S,, = Zuk
k=1
(a) Montrer que
VneN, (n+p+2)upta=(n+2)upt1.

(b) En vous servant d’une somme telescopique, en déduire une formule pour S,, en fonction de n, p et uy,.
4. Déterminer, dans les cas de convergence, la somme de la série de terme général u,, en fonction de p.

Solution :

1
1. (a) Voir le programme officiel page 6 : si a € R, la série de terme général — converge si et seulement si
n(l
a>1.
(b) Soit k € N* et soit t € [k, k + 1]. Par décroissance de la fonction inverse sur |0, +o0, on a
1 1 1
— <7< 7.
E+1 "t "k

On intégre cette série d’inégalités pour ¢ variant de k & k4 1, ce qui donne

k+1
e[ e
k

k+1 t k
donc ) .
—— <In(k+1)—In(k) < —.
k+1 n(k +1) — In(k) k

Remarque : on pouvait aussi obtenir ce résultat en appliquant la formule des accroissements finis & la
fonction In entre les points k et k + 1.
Puis on somme pour k£ allant de 1 an — 1 :

T,—1<Inn)<T, — —
n
ce qui donne
1
In(n) + - < T, <ln(n) + 1.
n
On conclut par théoréme d’encadrement que

lim (73,) = +oo.

n—-+oo
De plus, en divisant par In(n) > 0 pour n > 2, on trouve

+ 1 < In <1+ 1
nln(n) = In(n) = In(n)

Par théoréme d’existence de limite par encadrement, on conclut que

. Ty
lim — ] =1.
o <1n<n>>



1
2. « Sip=20,0n a u, = — = 1 donc la série diverge grossiérement puisque son terme général ne tend pas

()

vers 0.
Si 1 1 1 1L,.Zld. (série h ique). P itore d
eSip=1,onau, = —— = —— ~ — . La série — diverge (série harmonique). Par critére de
p " (":1) n+1 n n & d
comparaison des séries & termes positifs, la série Z uy, diverge aussi.
eSip=>2,
!
O<u, < &
np

En utilisant une comparaison avec une série de Riemann, nous en déduisons que E U, converge.

3. (a) Pour tout entier n € N,

n+p+2  (n+2)(p)((n+1))

(n'+p’%2)un+2:: =
(n+p+2)! 1)
EEI (n+p+1)
On en déduit que
m+p+2unte = (n+2)un

(b) Pour tout entier n € N,
(P —Dtnt2 = (n+2) U1 — (n+3) Unt2

n—2 n—2
(P> w2 =Y (k+2)upsr — (k+3)wro =2uy — (n+ D)u,
k=0 k=0

1 1
(p—1)(Sp —u1) =2u; — (n+ )uy, = Sp = F—%u

n

P! n+1 (1 1
Oéungﬁéogp_lunép(p—@. n—p—f—np_l

n+1 1
Par encadrement la suite ( + 1 uy,) tend vers 0 et donc la somme de terme général u,, vaut 7
b= p—




Exercice sans préparation BL2

Soit X une variable aléatoire de densité f paire et continue sur R. On suppose que X2 suit la loi exponentielle
de paramétre a > 0.

1. On note Fx la fonction de répartition de X. Montrer que pour tout réel z, Fx(—z) = 1 — Fx ().

2. Déterminer f. X admet-elle une espérance?

Solution :

1. f étant paire, on a pour tout réel x :

—T

Fx(—x) = f(t)dt on effectue le changement de variable u = —t

— [ fw)(—du)

+oo
+oo
= / f(u) du par parité de f

=1- Fx(m)

2. Soit x >0 :

2

Ainsi : Vo 2 0,2Fx(z) —1=1—-e"% & |Fx(zx)=1— Zemaa?

1
On en déduit que pour tout = < 0, | Fx(z) = 56_‘“’2

Enfin, f est donnée par la dérivée de Fx sur R™ et sur R’}. De plus, f est continue sur R donc on en déduit :

aa:z

fla) = {‘“””_i;z

sixzx <0

axe siz>0

+oo
X admet une espérance si et seulement si / xf(x)dz converge. Or f est paire donc = — zf(x) est
— 00

impaire, donc pour tout A > 0 :

A A ,
/ xf(m)dx:/ az’e” " dx
0 0

1 N R G
= { _ixe—’w } —/ —ie_‘” dx par intégration par parties
0
A
= —1A67“A2 + 1/ e~ dg
2 0

CL(I]’2

a
Ory:x— \/76_ est la densité d’une variable aléatoire suivant la loi normale de paramétres p = 0 et

T
1 too f too 1
02 = —. Donc / Qoo qp converge et vaut 1, et par parité de ¢, / %o 4z — = Ainsi -
2a oo T 0 T 2
A
1 1 /r
li dr =04+ - x =4/—
Jim | efle)de =045 x54/7
oo 1 /m
Donc / xf(z) dx converge et vaut 7\ [—.
O a

+oo
Or z — zf(x) est impaire, donc / xf(z)dzx converge. ’ E(X) existe et vaut 0. ‘

— 00




+oo
Bonus : X admet une variance si et seulement si / 2% f(z) dz converge. Or X? < £(a) donc X? admet
Jr_o%o 400 1
22 f(z) dx et E(X2)=/ 22 f(x)de = ~.

une espérance, ce qui prouve la convergence de /
a

— 00 — 00

10



SUJET BL3

Exercice principal BL3

1. Question de cours : Fonction de répartition et densité d’une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de
paramétre .
Nrze ™ siz >0

2. X désigne un réel strictement positif. On considére la fonction h définie sur R par : h(z) = {O . 0
st <

(a) Montrer que h peut étre considérée comme la densité de probabilité d’une variable aléatoire X.
(b) Montrer que X admet une espérance et la calculer.

3. Dans cette question, on considére une variable aléatoire Y de densité f, nulle sur | — oo;0[, continue sur
[0; +00] et strictement positive sur [0; +oc[. On note alors F' la fonction de répartition de Y.

(a) Justifier que pour tout réel z, on a 1 — F'(z) > 0.

On définit alors la fonction g par : g(z) =

{—f(x) In(l— F(z)) siz >0

O0sizx <O

(b) Montrer que g peut étre considérée comme la densité d’une variable aléatoire Z.

(c) Veérifier que la variable aléatoire Y suivant la loi exponentielle de paramétre A (avec A > 0) vérifie les
conditions imposées dans la question 3. Montrer alors que Z suit la méme loi que X.

Solution :

1. Si U — &E(N), alors :
e Mgizr>0

1— AT : 2 0
Fy(z) = ¢ e et une fonction densité de probabilité est : fy(z) = .
Osiz<O

0siz<O

2. (a) Une variable aléatoire T suivant la loi exponentielle de paramétre A admet pour densité :

e Mgiz>0
) =
/(@) {0sim<0

+oo 1
T admet une espérance donc l'intégrale / \ze M dx existe et vaut 3 Ainsi :
0

+oo +oo 1
/ h(z)dz = )\/ e dz existe et vaut \ x 3= 1.
0 0

h est constante nulle sur | — co; 0], donc h est bien continue et positive sur cet intervalle. Comme produit
de fonctions positives et continues sur 1’ intervalle [0; 400, la fonction h est bien continue et positive sur
cet intervalle. Donc h est continue et positive sur R.

0
/ h(z)de =0
e .
D’apreés ce qui précéde, / h(z)dz =1
0

400 0 +o0
D’apreés la relation de Chasles, / h(z)dx = / h(z)dx + / h(z)de =1
—o0 —o0 0

Donc h est bien une densité de probabilité.

+oo
(b) Soit X une variable aléatoire de densité h. X admet une espérance si et seulement si / xh(z)dz

— 00
+oo
converge ssi xh(z)dz converge

0
En nous servant du moment d’ordre 2, d’une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramétre

11



A, nous savons que cette derniére intégrale converge et que X admet une espérance.

De plus
2

E(X)=AE(T?) = \NV(T) + E(T)?) = )

f est strictement positive sur [0;+oo[ donc F' est strictement croissante sur cet intervalle. De plus,
lim F(x) =1, donc pour tout réel positif z, F(z) < 1, donc 1 — F(x) > 0. F étant nulle sur | — oo; 0],

r—+00

ce résultat est vrai sur R.

D’apreés ce qui précéde, pour tout réel x positif, 0 < 1 — F(z) < 1 donc In(1 — F(x)) < 0. f est une
fonction densité donc f est positive, et ainsi : Vo > 0, —f(x) In(1 — F(z)) > 0.

f est continue sur R sauf éventuellement en 0. Comme produit de fonctions continues sur R', g est
continue sur cet intervalle.

g est nulle sur | — oo; 0 donc g est bien continue positive sur cet intervalle.

/_0 g(x)dx =0

(oo}
Soit A > 0, par intégration par parties :

/OAQ(”M”? = /OA—f(x)ln(l—F(a:))da:

I

|
!
—

3
S—
—
=3
—

|
3

8
N—
~—

\

= —FOWI-F)+ | f@) - —p=

= —F(A)In(1-F(A))+ | F(z)+In(1 - F(z)) ]
—F(A)In(1 — F(A)) + F(A) + In(1 — F(A))
= (1-F(A))In(1 - F(A)) + F(A)

0

A
Or lim (1 - F(A)) =0et limzln(z) = 0. Donc lim g(x)de = lim F(A) = 1. D’apres la

A—+oo z—0 A—+o0 0 A—+o0
+oo

relation de Chasles, / g(z) dz converge et vaut 1.
— 00

g définit bien une densité de probabilité.
e M siz >0
Osiz <O
fy est bien nulle sur R™, continue et strictement positive sur RT.
l—e Mgiz>0
O0siz <O
Vr € RY, g(z) = —Xe *In(e™?*) = A2ze™** = h(x)
Donc Y suit la méme loi que X.

Y — £(A). Une densité de Y est : fy(x) = {

Fy(l‘) =

12



Exercice sans préparation BL3

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé (2, A, P), suivant la
méme loi géométrique de paramétre p €]0, 1[.
Pour tout w € 2, on pose

1. Déterminer la probabilité que A soit inversible.

2. Soient A; et Ay les variables aléatoires égales aux valeurs propres de A. Calculer Cov(Ay, Ag).

Solution :

1. Pour tout w € §, la matrice A(w) est inversible si et seulement si det(A(w)) = X?(w) — Y?*(w) # 0.
Comme X (Q) =Y (Q) ¢ R™™,
X (w) £Y?*(w) & X(w)#Yw).

Soit E I’événement "A est inversible". Alors
PE)=P(X#££Y)=1-P(X =Y).

En posant ¢ = 1 — p, on trouve, par indépendance de X et de Y,

+o0 +oo +o00o 2
PX=Y)= Y P(X=KN¥ =k)= PX=kPY =k =Y p@)l ' =Lyg="t
k=1 k=1 k=1 1—q 1+4q
On conclut que
p 2—-2p
P(E)=1-— ——
(E) 14+¢q 2—0p

2. Pour tout w € Q, A(w) est valeur propre de A(w) si et seulement si la matrice

X(w) — AMw Y(w
Aw) = Mw)lz = ( ( Y (w) “ X(w) — )A(W)>
X(w) — AMw) Y(w)

est inversible. Par calcul du déterminant de < Y(w) X (@) = Aw)

), on trouve deux valeurs propres

A(w) = X(w) + Y(w) et A2 (w) = X (w) — Y(w).
Ainsi,
M=X+Y et A=X-Y.

D’ou,
Cov(A, A2) =Cov(X +Y, X -Y)=V(X)-V() =0.

On ne peut cependant pas en déduire que les variables A; et Ag sont indépendantes. Au contraire, les variables
ne sont pas indépendantes... Un candidat rapide pourra essayer de le démontrer.

13



SUJET BL4

Exercice principal BL4

On note E ’espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal & 2. On définit les fonctions

€0, €1,€2 par :
VtER, eo(t) =1, er(t) =t et ex(t) =t

On rappelle que la famille (eq, e1, e2) est une base de E. On considére 'application ¢ qui, & toute fonction P de
E, associe la fonction, notée ¢ (P), définie par :

VeeR, ¢(P)(x)= /01 P(xz+t)dt

1. Question de cours : Critére d’inversibilité d’une matrice triangulaire.
2. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.
3. (a) Ecrire la matrice A de ¢ dans la base (eg, €1, €2).
(b) Justifier que ¢ est un automorphisme de E.
(¢) L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?
(@)

4. (a) Montrer que pour tout entier naturel n, il existe un réel u,, tel que :
n
1 5 Un
A=10 1 =n
0 0 1

Donner ug et exprimer u,; en fonction de u,.

(b) En déduire, par sommation, ’expression de w,, pour tout entier n.

Solution :

1. Question de cours : Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont
tous non nuls.

2. — Soient o € R et P et ) deux éléments de E.
1 1 1
Vo € R,p(aP + Q)(z) = / (aP + Q)(x + t)dt = / (aP(z+t) 4+ Q(z + t))dt = a/ P(z + t)dt +
0 0 0

/01 Q(x +t)dt

On a donc bien , p(aP + Q) = ap(P) + ¢(Q) donc

— Pour tout réel x:

90(60)(50):/0 60(:Z:+t)dt/01 \dt =1
80(61)(96)z/olel(x—i—t)dt:/ol(x—&-t)dt: [ xt+§ T:x_;_;

1 1 1 0 FRE 1
o(ex)(x) = / es(x +t)dt = / (z +t)%dt = / x? 4 2t + t2dt = { 22ttt 4+ 3| = 22zt 3
0 0 0 0

) 1 1
Par conséquent : | p(eg) = eq, p(e1) = 560 + ey et ples) = geo +e;+eg.

Par linéarité, quelque soit P appartenant & F, ¢(P) est une combinaison linéaire de eg, e1, e3 donc ¢(P)

appartient a F. ‘ @ est bien un endomorphisme de E. ‘

3. (a) D’apres les résultats précédents, la matrice A de ¢ dans la base (eg, €1, e2) est :

A:

OO =
O N =
I
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(b)

(c)

La matrice A est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont tous non nuls, donc A est inversible. Donc

‘ @ est inversible.

La matrice A est triangulaire supérieure donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux : ainsi,
A admet 1 comme unique valeur propre. Ainsi, Spec(¢) = {1} Raisonnons par ’absurde : si ¢ était
diagonalisable, puisque 1 est la seule valeur propre de ¢, il existerait une matrice P inversible telle que
PAP~! =T ce qui impliquerait A = I ce qui est absurde.

Ainsi, ‘ @ n’est pas diagonalisable.

1 n/2 u,
Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n, il existe un réel u,, telque A" = [0 1 n
0 0 1
1 0/2 wg
Initialisation : Pour n =0, on abien A°=7T={0 1 0 | avecuy=0
0 0 1
1 n/2 u,
Hérédité : on suppose que pour un entier naturel n fixé, il existe un réel u,, tel que A" = |0 1 n
0 0 1
n 1 n 1 n+1
v D2y ey} [P T e
Alors A" = |5 % ntl " =lo 1 n+1
0 0 1 0 0 1
n 1 1
avec Up41 —un+§—|—§ —un+6(3n—|—2)

La propriété est bien vérifiée au rang n + 1.
Conclusion : la propriété est vraie au rang 0 et héréditaire & partir de ce rang, donc elle est vraie pour
tout n € N.

1
Vk € NJugy1 —up = 6(3k+ 2)

n—1 n—1 n—1
. 1 1 nn-1) n |3n%+n
Yn € N*, u, = kE_O(Uk+1 —u) = 5}5_0/{—1—3—05 = T+§ =
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Exercice sans préparation BL4
1. Calculer la valeur de chacunes des sommes :

§ = Z

)\2;0 +oo )\2p+1

¢ I=y
¢ p;)(zpﬂ)!

2. Soit X une variable aléatoire définie sur l’espace probabilisé (€2, .4, P) suivant la loi de Poisson de parameétre
A € R™. Pour tout w € 2, on pose

Y(w) = 0 si X (w) est nul ou impair.
| X(w)/2 si X(w) est pair.

Déterminer la loi de Y. La variable aléatoire Y admet-elle une espérance ? Si oui, la calculer.

Solution :

1. On remarque que

+oo +oo
AP A PAP 7}\
p=0 p=0
Donc, par somme et différence,
A .Y A A
et t+e et —e
S=—— et 1=
2 2

Les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique ne sont pas au programme.

2. e Loi de Y. D’une part, pour tout k € N*,
67)\>\2k
(2k)! -

P(Y = k) =P(X = 2k) =

D’autre part,

IP’(Y:O):P(X:O)++§P(X:2p+1):e_’\+e_’\z(
p=0

ef)\>\2k
(2k)!

e Espérance. La variable Y admet une espérance si et seulement si la série de terme général k converge

absolument. Or, pour tout k € N*,

e_/\)\% 1 le—/\)\Qk by (e_)‘)\%_l
~2\{ )

MR T2 @) 2% — 1)1

D’aprés la premiére question, on reconnait le terme général d’une série convergente. Donc, Y admet une
espérance qui vaut

A R Akl AR [e ALY ) on
E(Y) = 5e Zl((%—u) ZZO(ZIHI) LG
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