Rapport et exercices oraux HEC Mathématiques BL

Juin 2024

Le bilan de la session 2024 de mathématiques voie BL est satisfaisant.
Cette année les notes se sont étalées entre 4 et 20. La moyenne s’établit & 11,52 et I’écart-
type a 4,29.
Le jury a fortement apprécié les qualités d’expression ainsi que la finesse de raisonnement
de certains candidats qui ont fait forte impression.
A contrario, certains candidats se sont révélés approximatifs, au niveau du calcul, mais
surtout au niveau de la connaissance des théorémes du cours.
Le jury aimerait insister sur les points suivants :
e La question de cours n’est pas a négliger. La jury attend une réponse précise et rigou-
reuse.
e Le jury a parfois rencontré des erreurs étonnantes dans les calculs de dérivée.
e Quand on introduit un objet, par exemple une intégrale, il est attendu du candidat qu’il
justifie son existence avec toute la rigueur nécessaire.
e Il est important de participer & la journée de l'oral ou, au moins, de la visionner. Elle
répond aux questions de 'organisation et des attendus de chaque oral. Cela permet aux
étudiants d’apprendre le déroulement d’un oral du point de vue des membres du jury.

Nous félicitons les candidats pour leur combattivité, qui s’est particuliérement exprimée lors
des questions sans préparation, oil certains ont pu redresser une situation bien compromise.

Voici quelques sujets proposés cette année. Nous publions aussi leurs corrigés, mais insistons
sur le fait que ces corrigés sont indicatifs, qu’ils ont été écrits a I'intention des membres de jury
et ne correspondent pas toujours exactement & ce que I’on peut attendre des éléves.
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Exercice principal BL 1

1. Question de cours : définition d’une densité de probabilité.

Toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (2, .4,P). Soient « et 8 deux réels
strictement positifs et f la fonction définie sur R par :

0 si <0

3 si r>1
x

2. (a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur R. La fonction f est-elle dérivable a droite en 0?7 & gauche
en 1?7 a droite en 17
(b) Donner 'allure de la courbe représentative de f dans un repére orthonormé. On discutera suivant les
valeurs de ac et 3 .

+oo
3. (a) Quelle est la nature de 'intégrale / f(z) dz en fonction de a et 57

(b) Quelle est sa valeur lorsqu’elle converge ?
4. (a) A quelles conditions sur (a, (), la fonction f est-elle une densité de probabilité ?
On suppose ces conditions vérifiées dans la suite de l’exercice.
(b) Soit X une variable aléatoire de densité f.
La variable X admet-elle une espérance E(X) ? une variance V(X)?
Si oui, que valent E(X) et V(X)?

1
5. (a) Peut-on trouver un segment [0, z] (avec 0 < = < 1) tel que P(X € [0,2]) = 3 ?
Ly
2
(b) Pour une variable aléatoire a densité, on appelle médiane tout réel m tel que P(X < m) =P(X > m).

Peut-on trouver un segment [1,y] (avec 1 < y) tel que P(X € [1,y]) =

Déterminer la (les) médiane(s) de X.

Solution :

1. Question de cours : f est une densité de probabilité si f est définie sur R, positive ou nulle sur R, continue
+oo

sauf éventuellement en un nombre fini de points et si / f(x) dx converge et vaut P(Q2) = 1.

2. (a) La fonction g définie sur [0, 1] par g(x) = 2 est continue sur [0, 1] et g(1) = 1 et g est dérivable sur [0, 1]
sia>1,sur]0,1] si 0 < a < 1. La fonction h définie sur [1,+oo| par h(z) = 77 est de classe C* sur
[1,+00[. On en déduit que : f est continue sur R, f est dérivable sur R — {0, 1}, dérivable a droite en
0sia>1avee f(0) =1sia=1et f;(0) =0si a>1etalors f est dérivable en 0 avec f'(0) = 0.
dérivable a gauche en 1 et f;(1) = ¢’(1) = a dérivable a droite en 1 et f3(1) = h'(1) = —

(b) Sur [0, 1], f est affine si @ = 1, concave si 0 < o < 1 et convexe si & > 1. Dans tous les cas, f est convexe
sur [1, +oo[ avec une limite nulle en +co. D’ou l'allure de la courbe (avec une demi-tangente verticale
enOsi0<a<l).

3. f est continue sur R.

0
f est nulle sur R_ donc / f(x) dx converge et vaut 0.



1
1
f est continue sur [0, 1] donc / f(z) dz existe et vaut
0 a

+1
oo da 1

+oo
/ — converge si et seulement si 5 > 1 et alors / = —
1

4. (a)

+o0 +oo
1 1
Conclusion : / f(z) dx converge si et seulement si 8 > 1 et alors / f(z)da = 1 + 71
— 00 — 00 a J—
“+o0
f est continue sur R, positive sur R, / f(x) dx converge et vaut 1 si et seulement si
1 1
>1 et — =1
b ¢ a+1 + g—1
Ces conditions sont vérifiées dans la suite.
+oo
/ % dz converge si et seulement si 8 > 2.
1 X
1 1
E(X) existe si et seul tsif>2etalors: B(X)= —— + ——
(X) existe si et seulement si 3 et alors : E(X) 04+2+5—2
1 1
E (X?) existe si et seulement si 3 > 3 et alors E (X?) = —— + ——
(X?) existe si et seulement si 3 et alors E (X?) a+3+ﬁ—3
V(X) existe si et seulement si § > 3 et alors V(X) = —— 4 Lo, Ly
existe si et seulement si et alors = -
a+3 pB-3 a+2 pf-2

L’aire du triangle de sommets les points de coordonnées (0,0), (1,1) et (1,0) vaut 1/2.
Cas o > 1.

f est convexe et non affine sur [0,1] et sa courbe est au-dessous du segment joignant l’origine au point
de coordonnées (1,1).

@ 1
Donc Vz € [0, 1] / f@)dt < 5 et il n’existe pas de segment [0, z] tel que P(X € [0,x]) = 1/2.
0

+oo Y
Mais alors / f(t)dt > 1/2 et, comme y — / f(t) dt est continue sur [1,+oo[, il existe un segment
1

[1,y] tel que P(X € [1,y]) = 1/2

Cas 0 < < 1.

f est concave et non affine sur [0, 1] et sa courbe est au-dessus du segment joignant I’origine au point de
coordonnées (1,1).

x 1 x
Donc / f()de > 3 et, comme x — / f(t)dt est continue sur [0,1] il existe un segment [0, ] tel
0 0

+oo
que P(X € [0,z]) = 1/2. Mais alors / f(#)dt < 1/2 et il n’existe pas de segment [1,y] tel que
1

P(X €[1,y]) =1/2
Cas oo = 1.

! 1
Af@&:i
+oo

Y 1
f(@®)dt = 1/2 done Vy > 1 / ft)de < 3 et il n’existe pas de segment [1,y] tel que P(X €
1

1
[1y)) =1/2
Il résulte de a) que la médiane m est unique, vérifie P(X < m) =P(X >m)=1/2etsia=1,onam =1

1
m 1)\ a+T oo dt
sia<1l mel0,1] / tadt:1/2soitm:<a+ ) sia>1 me[l,-l—oo{ / —5:1/2
0 x

2 m
1
2 \7T
soit m = (B—l) .




Exercice sans préparation BL 1

Soit E = M3 (R) l’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels. Soit ¢ I’endomorphisme de E défini

par :
. a b c a
si M = (c d) alors (M) = (d b)

1. Déterminer ¢* et en déduire les valeurs propres possibles de ¢.
2. Déterminer les valeurs propres de ¢ et les sous-espaces propres associés.

3. L’endormorphisme ¢ est-il diagonalisable 7

Solution :

Si on connait la notion de polynome annulateur, les valeurs propres possibles sont —1 et 1 , racines de X* —1.
Sinon, soit A une valeur propre de ¢ et M un vecteur propre associé. Alors p*(M) = XM = M. Or M # 0,
donc A* = 1 de racines —1 et 1. Donc les valeurs propres possibles sont —1 et 1.

2. o(M) =M < (Z b):(c a) < a=b=c=d. Donc 1 est valeur propre de ¢ et le

d
)/GER} engendré par J = ( 1 } )

. a a
sous-espace propre associé est : £ = {( 4 a
2 ) < a=—b=—c=d. Donc —1 est valeur propre de ¢ et

o o (21)(

a
b
. a —a 3 1 -1
le sous-espace propre associé est : £_1 = 0 /a € R} engendré par K = 1 1 )

3. (J,K) n’est pas une base de F, donc ¢ n’est pas diagonalisable.
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Exercice principal BL 2

1. Question de cours : comment trouver les éventuelles valeurs propres de la matrice & coefficients réels A =
a b
?
c d

Soient f et g deux endomorphismes de R? tels que fog=go f.
On appelle homothétie de R? tout endomorphisme de la forme ald ot a est un réel et Id I'application identique
de R?.

2. Vérifier que toute homothétie de R? commute avec tout endomorphisme de R?.

Dans les questions suivantes, on suppose que ni f ni g ne sont des homothéties.
3. (a) On suppose que f admet deux valeurs propres distinctes A et \'.

Soient u et u’ des vecteurs propres respectivement associés & A et \'.
Montrer que u et u’ sont aussi des vecteurs propres de g.
L’endomorphisme g est-il diagonalisable 7

(b) Que peut-on dire de f si g admet deux valeurs propres distinctes ?

(c) Réciproquement, soient ¢ et 1) des endomorphismes de R2.
On suppose que (u,u’) est une base de vecteurs propres pour ¢ et . A-t-on po) =1 op?
On suppose que @ et ¥ ont chacun deux valeurs propres distinctes. A-t-on poy) =1pop?

On pourra s’intéresser aux matrices A = (é g) et B = ((1) (1)>

4. (a) On suppose que f n’admet qu’une valeur propre : \.
Soit u un vecteur propre associé & X\. On compléte par v pour obtenir une base de R2.
Quelle est la forme de la matrice de f dans la base (u,v)?
Quelle est la forme de la matrice de g dans la base (u,v)?

(b) Si ¢ et ¥ n’ont chacun qu’une seule valeur propre, a-t-on p o) =1 op?
5. On suppose que f n’a pas de valeur propre réelle.

(a) Montrer que g n’a pas de valeur propre réelle.

(b) On suppose que A = ((1) _11> est la matrice de f dans la base canonique de R2.

Proposer une matrice B, qui ne soit pas une matrice d’homothétie, telle que AB = BA.

Solution :

1. Question de cours :

les éventuelles valeurs propres de A = (CCL Z) sont les racines réelles de I'équation 22 — (a+d)z+ (ad—bc) = 0.

2. Si ¢ est un endomorphisme quelconque de R? et a un réel quelconque; o ald = ap o Id = ap = ald o .

3. (a) fog(u)=go f(u) = g(Au) = Ag(u) donc g(u) appartient au sous-espace engendré par u. D’o1, il existe
u tel que g(u) = pu et comme u est non nul, u est un vecteur propre de g.
De méme v est un vecteur propre de g.

La famille (u,v) étant une base de vecteurs propres pour f est aussi une base de vecteurs propres pour
g. Donc g est diagonalisable.



(b)

(c)

Comme f et g jouent le méme role, si g admet deux valeurs propres distinctes, g et f admettent une
méme base de vecteurs propres. Et f admet deux valeurs propres distinctes puisque f n’est pas une
homothétie.

Si u et u sont des vecteurs propres associés aux valeurs propres A et A pour ¢ et pu et u’ pour v :
poth(u) = p(pu) = Apu = plu = o p(u). De méme @ o (v) = 1 o p(v) Y o1 et P o p coincident sur
la base (u,v) donc p o) =1 o .

Si ¢ et 1 ont chacun deux valeurs propres distinctes, et s’ils ont méme base de vecteurs propres, alors ils
commutent mais sinon, on peut trouver deux tels endomorphismes qui ne commutent pas. Par exemple,

0 2 1 0

. 0 1 0 2
let—lpourB,maleB—<2 0)7&BA—(1 0).

. 1 1 ..
les matrices A = ( O) et B = (0 ) ont chacune deux valeurs propres distinctes : 1 et 2 pour A et

0

A) et la deuxiéme ( I\

Soit M la matrice de f dans la base (u,v). La premiére colonne est < a) car A est

la seule valeur propre et a # 0 car f n’est pas une homothétie. D’°od M = <>\ i) avec a # 0. Avec le

méme raisonnement que dans la question 3.a), u est un vecteur propre de g associé & une valeur propre
u. De plus, g n’a pas d’autre valeur propre car sinon, d’aprés 3.a) f, n’étant pas une homothétie, aurait
deux valeurs propres distinctes.

La matrice de g est donc N = ('g Z) avec b # 0.

Si ¢ et ¥ ont une seule valeur propre et un vecteur propre v en commun et ne sont pas des homothéties,
alors, dans une base (u,v), ils ont des matrices de la forme M et N comme ci-dessus. Et MN =
(/\u bA + ap

0 A ) = NM. Donc, dans ce cas o = 1) o p. Mais, on peut avoir deux endomorphismes

. . 11 1
qui ont une seule valeur propre sans commuter : par exemple si A = (0 1) et B = (1 ?) on

a: AB= <? 1) # BA = (1 ;) De plus, A et B ne sont pas des matrices d’homothéties et elles

admettent chacune une seule valeur propre.

D’aprés 3. et 4. si g a une ou deux valeurs propres réelles, il en est de méme pour f. Par contraposée, g
n’a pas de valeur propre réelle.

1 _11> sont les solutions de I’équation : 22 — z + 1 = 0 Donc

Les éventuelles valeurs propres de A = <

A n’a bien pas de valeur propre réelle.

Une matrice qui n’est pas une matrice d’homothétie et qui commute avec A ne doit pas avoir de valeur
propre réelle par la question précédente.

On peut prendre B = A ou B = AT (transposée de A) qui commutent avec A.
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Soit k£ un réel positif.
Soit f la fonction définie sur R par :

0 siz <1
VeeR f(x)= Inz
(z) k—3 siz>1
x
1. Déterminer k pour que f soit une densité de probabilité.
Dans la suite on fixe cette valeur pour k.
2. Soit X une variable aléatoire de densité f.
La variable X admet-elle une espérance 7 Si oui, la déterminer.
La variable X admet-elle une variance ? Si oui, la déterminer.

Solution :

1. f est continue sur R, positive car k& > 0.
En intégrant par parties :
A A A
Inx k InA dx k. ImA Kk /1 InA
> = _— = — — _— _— = —— _— = _— 1 _— =
vA 21 /1 f(@)de k/l x3 de 2 A2 +/1 3 2 X Az 4 <A2 1) Agr-sr—loo A? 0

+oo

(croissances comparées) Donc  lim f(z)dz = — et f est une densité si et seulement si k = 4.
A—+o0 oo 4

+oo +c>ol
2. / a:f(a:)dx=4/ =L dx
1 1

2

1 +oo
Cette intégrale converge car pour z > 1, 0 < n—f < \/—f et \/—fdx converge (intégrale de Riemann).
x x 1 x
A A
1 InA d InA 1
VA >1 / 71121‘ de = — 22 +/ —327 - 28 - + 1 qui tend vers 1 quand A tend vers +00 Donc X
1 X A 1 T A A

admet une espérance et E(X) =4
2

+o0 A
1 In“ A
/ 22 f(x)dx diverge car / Dy = 2
1 1 X 2

de moment d’ordre 2 et par suite pas de variance.

qui tend vers +oo quand A tend vers 400 Donc X n’a pas



